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MEMORIE E COMUNICAZIONI. 



APPLICAZIONE DI UN TEOREMA 

SULLE 

FORME ALGEBRICHE ALLE BINARIE DI QUINTO ORDINE; 

Nota di Enrico d'Ovidio, in Torino. 



Adnnanxa del aa gennajo |S93< 



II teorema che ho esposto nella Nota « Teorema sulk forme alge- 
bricht con applicaiiotie alh hinaric di sest'ordine» (Rendiconti del Cir- 
colo Matematico di Palermo, t. VI, 1892) si applica con egual lar- 
ghezzaanche alle binarie di S° ordine (*). 

II sistenia completo di una binaria / di 5° ordine k costituito 
da 4 invarianti A, 5, C, i?, e dai seguenti covarianti : di 1° ordine 

«, ?. V, «; di 2° I, T, ^i di 3° /, 8, J2; di 4° h, »; di 5° /, /, «; 

di 6" H, m; di 7° q; di 9" /. I quali tutti si trovauo 'definiti nella 



(*} In fine del la citata Nota avevo rapidamente accennata una tale nppli- 
cazionc ; nia prcgo di considerar come nulla quel la parte del la Nota , perch& 
mi sono accorto che contiene dolle inesattezze. 

Colgo Toccasione per notare che, se R non fe nullo, tra le formt di 6° or- 
dine che nclta Nota medesima si combinano linearmentc 6 lecito includere R%, 
nonchi ogni altro covariante dispari di 6*^ ordine (prodotto di covarianti inferiori) 
inoltiplicato per R, 

Rind, Ore. MaUm,, t. VII» parte i'.— Stampato il 27 febbrajo 1893. i 



i: d'oyidio. 



nu € Nrtd aJU fprme bimarii dd f orJhu > (Atd ddl'Accademia di 
Torino, XV, 1880). 

On, roperanone ^iporge 

/ J > ' > 

i^if = 0, J^B = 0, JrC:=0, 
5 «'» /"' JO ^ >• 5 10 ' 

quiiidi i, if, £, C, i? soao combinanti delU fomu / e del cova- 
riaote /, e sooo i soli (come ho vcrificato) dcI sistema complete di 
f^ Gii aim combinand di / e / sooo i covariand di 

25 > 2 

L'operaaiooe d^ ci da 

S ' > 

> 5 •' ^"^ 10 5 ' 10 

i^if = 0; 

qimdi T, if/ B, C, i? sono combioand di / e ir, e sodo i soli nel 
sistema completo. Gli aim sono i covariand di 

L'opcranone df^^ P^'^E^ 



APPLICAZIOKE DI UN TfiOREMA SULLE FORME ALGEBRICHE, ETC. 3 

d^,,B = ^AB-sQ df.^C=z-3AC~-^B\ 

<lf,i^=-^Ax, dr„^ = -L(A^-r2'(), d,,,y=-j-(B^ + 2At). 

df„R = -j-AR; 

quindi R si riproduce come fattore in d^^j R. 

Anche le operazioni Jy.^^., df^^ia > ^/iT« ^ ^ in generale tutte le^ope- 
razioDi Jy&, in cui f sia' un covariante pari di 5^ ordine prodotto dl 
altri covarianti inferiori, appHcate a U, devono dare per risultato un 
invariante dispari; e quindi allora df^ R dovri contenere come fat* 
tore R (che e Tunico invariante dispari). 

E lo stesso accadri se 9 ^ un prodotto dispari di covarianti e 
diif. 

Ma se 9 e un prodotto dispari di soli covarianti, potri dj^R 
non aver J? a fattore ni annullarsi. P. e. si trova 

Ci6 posto, osserviamo che 

d„l=--LAf-j-ij 

i lineare in /, ij\ e che 

df^n = Cf A Arj ^ira 

4 lineare in/, t/, irx. E siccome si 6 veduto che df^^R^ ^/.t/^* 
df^f^R hanno R a fattore, e lo stesso pu6 dirsi di J^;^, rf^J?, per- 
ch& identicamente nuUi; cosl all'invariante R sztk applicabile il teo-> 
rema del quale si tratta. 



E. D* O V I D I O. 



In conseguenza : « rinvarianie dispari if di una forma binaria 
i( di $^ ordine / si riproduce moltiplicato per un certo invariante 
« di /, quando esso venga calcolato per una forma che sia combina- 
« nazione lineare di f, /, n, ij\ t/, R^iy i*a, ira, ... cdi ogni al- 
« tro covariante pari di 5** ordine ottenuto moltiplicando covarianti 
« e invarianti della forma proposta /». 

« 

Di qui si deduce che : « se i? 6 nuUo, non solo uno degli ele- 
a menti radici di / e un punto doppio di una delle tre involuzioni 
« determinate dagli altri quattro, ma lo stesso avverri per gli elementi 
« di /, di w, e di ogni altra forma compresa neiranzidetta combina- 
a zione lineare e priva del fattore R ». 

E se i? non e nuUo, Tequazione R^^^^ : Jf = determineri quelle 18 
forme /-f X» che hanno la propriety testi enunciata. E cosi via. 



Torino, 14 gennajo 1893. 



E, d' O V I D I o, 
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SUI COMBINANTI DEI SISTEMI HN5A*l 
DI QUINTICHE BINARIE; 



Nota di L. B 9 r Z C I a r i , in Pa via. 



AdanAiiu del }i gunaajo 189}. 



Nello Studio di un sistema lineare di forme binarie^ come pure 
in quello di ogni rappresentazione od applicazione geometrica del 
ifiedesimo, ha grande importanza la conoscenza delle rekzioni, cui 
devono identicamente soddisfare i combinanti elementari d^i si- 
stema (*). La determinazione effettiva di tali identity h stata fatu 
finora, ch'io sappia, per i soli fasci di forme cubiche e biquadratt- 
che (^): nel presente lavoro, appoggiandomi ad alcuni risultati do- 
vuti al sig. Stephanos, ho risoluta la stessa qucstione perisistemi 
linear! oo' (§ i) e oo^ (§ 2) di quintiche binarie , unici cast per i 
quail, in virtd di un noto t^orema suU'apoUrit^, sia, necessario eso^ 
guire la presente ricerca. 

O V. sopratutto Stephanos, Mimoirg sur Us faisctaux, icc. (Mim. ]^i^» 
par divers savants, ecc, t, XXVII, 12 die. 18S1), e Sur la thiorU des formes hi- 
nairts et sur YlUndnation (Annalos scientifiqucs de r£coIe Norm, sup^r,, 1884); 
Brill, Uehei' hinare Formen ecc. (Math. Ann., Bd. XX); Salmon, Algibre Su- 
phieure, 2* ediz. francese, 18^ lezione; Go r dan, InvarianUntheorie, Bd. 11^ $28. 

(**) Vedansi i lavori citati, per es. S t e p h a n o s, Mim. sur ksfaiscumx ecc., 

1. c., pag. 33. 



6 L-lEtZOLAtl. 

Nel ^ 3 applico alcune tbrmole del ^ i alli risoiuzione del 
gnente problexna^ gii proposto dil Caporali (•), ma, per qiu 
mi consta, non ancora risoliito : « Date due quintiche binarie, 
varne la biquadratica apolare comune >. QiLindo si suppongt 
k due quintiche date formino il gruppo apobre alle quattro qi 
dche, da cui si puo intendere Jednita una curva gobba razioi 
del 5^ ordine (ed i appunto lo studio di questa che mi ha dato » 
siooe di comporre il presente lavoro), il problema precedente ci 
dde (^ con quello di determinare i parametri dei punti d'appof 
della quadrisecante della curvi medesima. 



^ I. 



Consideriamo il fascio determinate dalle due quintiche rap] 

sentate simbolicamente da c] = j^'* =: . . . , r^ = i^ = , c 

sig. Stephanos {Mem. sur Us faisceaux ea\^ L c^ pag. 25) c! 
miamo ot, ^, y i suoi covarianti elementjri, cioi poniamo 

Per quanto ha dimostrato lo stesso Autore (I c, pag. 50) 
identitii che sussistono fra x, ^, 7 si onengono uguagliando ic 
tictmente a zero i covarianti elemenuri della seguente forma a 
serie di variabili : 

X quali sono 

(i) (a*)(jo(^*o(*o(**')(«'^')<*:«r*r. 

(a) (ab)(aa')(ay)(ba^)(bb'){a^b'){a,b^a:b:, a^b^a^b^ 
0) (tf*)(a«0(«*0(*^)(**0(«'*0(^.^<*;. «.*,<*.T 



(*) Cfr. Lorit, Voptra scitHiiftca di Eiiore Cap or all (Giornal 

Mh toU XXVII, pag. 31). 

f>) tfr, P. Meyer, Jpokrim ecc, TQbiogen, X8S3. S S* 



SOI COMBIKAKTl DEI S1ST£MI LIKEARI DI Q.UIKTICHE BIKARIE. 7 

n primo di essi e gii stato sviluppato dal sig. Stephanos 
(L c, pag. 30-32) per due forme di grado qualunque (*): ponendo 
»=:4 Bella formola da lui trovata^ si ottiene dunque la prima delle 
idendd di cui andiamo in cerca^ cio^ 

Alio sviluppo di (2) c (3) premettiamo alcune formole, di cui 
avremo bisos;no. La formola di Gordan di\ : 

(5) (abyaib; + iabya;bi = irj; -f j-tixyy, 

(6) (ab)a\b\a)b) = <.\<.* - ^{xym^ + ^YC^y^ 

Polarizzando due volte di seguito la (6) col polo :(^ rispetto alle 
^^ri^biii x^ risulta : 

{ab)a)b\a\bl + (ab) a\b\a\b^^ = 2 ajaja* + ^(^O'PJ 

in \ ' 7 ■ 

Polarizzando questa due volte col polo v rispetto alle variabili 
1% c facendo uso della (5), dopo alcune trasformazioni si trova: 

Xab)a\a)b\bl + {ab)a\alb)b\ + iab)a)a\b\bl 

/ 

I + y (x(y % p: + y {yvy K p; + y -i(x:cyiyvy 



(•) V. pure H i I b e r t , Ueber hindrc FormenhUschel ecc. (Math, Ann., 
Bd. XXX, pag. 563). 



S L. BERZOLAKI. 

Di qui, ponendo v = \, poi scambiando per comodo y c \. fra 
IdrO) e applicando la (7)', si ricava : 



Polariz/.ando quest'ultima due volte di seguito col polp x^ prima 
rispetto alle variabili ;(, poscia rispetto alle variabili y^ si ottiene : 

dalla quale, ponendo i:=y, segue : 

''") ! J I 

Inoltre abbiatno 
ossia, per 4a (7), 



SUI COMBINAKTI DEI SISTEMI LIKEARI DI aUIKTlCHE BlKARia 9 

Infine in modo analogo , e faceudo uso delle (5) , (7) e (9) , 

si ha: 

(13) I +j'{^yrm - j-iyirm - y c^o^p; 

Ci6 posto , e facile anzitutto trovare che il covariante (2) , a 
fflcno del coefficiente , si syiluppa nel modo seguente : 



c 



(a b) (a a') (a b') (b a') (b b') {a'b') [2 (a by a'^' b'^ + (a aj bl V, 

II primo termine , a meno del fattore 2, si deduce dalla (4) 
poncndo le «' c b' rispett. in luogo delle x q y (cioi ponendo 
*, z. x^:=ia[: — a\^ c*^c.), c moltiplicando per (a'b')a'^b'^. Appli- 
cindo poscia la (6), il termine di cui si tratta diviene 



2 



II secondo ed il terzo termine insieme si deducono dalla (13) 
Poucndo le a' e b' in luogo rispett. delle y Q I, ^ moltiplicando poi 
P^r {a'yyb'^ : si trova cosi che equivalgono a 

2 (a' b") (a ay (a bj oil K ~ — («' ^0 (P ^J K' 

7 

Alio stesso modo si trova clie il quarto ed il quinto termine 
Equivalgono insieme a 

~j(a'by(^by^]a: + j-i*^y^t-~(nyKK'-:^H 

Rffd. Circ, Mulciu.,i VII. njito i\ -St;5n,vito is jS fcbbr.^j*! i3?5. 2 



L. BEIZOtARt. 



Sonunuido cd appticzaiJo le (5) e (9) , si ba pertaoto che ^Ij 
ultimi quattro tcrmiiii dello sviluppo valgono | 



4(«, «)•+ y (»,?)* - 



rCP. py- 



fPT. 



La secooda delle cercate idendta h aduoque: 
(11) = (., ,y + '-I (.. (.)• _ H.{j, f)- _ J_ St = a 

Sviluppaodo infine la fornu (j) , si ottiene aszliutto , a mena 

del codHciente — , 
12 

(ah) (aa') (ab')(ba') (_bh') (a'h') [(ah)' (a'b')' + (abj (a'b)' + (aa')' (W)T- - 

II primo termine si ricava dalla (4) sostituendo le a' c £' al 

posto delle jc cd ]', e moltipHcando per (a' h')*; esso quindi cqui- 

vale a , 



(?,»'- 



-f- 



Gli attri due termini si deducono insieme dalla (ti) eseguendo 
di nuovo le sosliluzioni precedent!, e mottiplti:aDdo poi per (a' b')t 
essi equivalgoao dunque a 



2(« 



«)' + -f». p)*- 



Pertanto la terza identitV cercata i 



(in) 



(«. 
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^ 



Riassumendo abbiamo ; fra i combinanii tkmenlari di un fascio di 
quintiche binarit hanrto luogo Ire idetitilh, che sono le {!), (11), (III). 



Consideriamo il sistema lineare oe' determinato dalle tre quin- 
tiche binarie a], ij , c^. per mi noto teorema del sig. Gonlan 




d 



sill COMBIKANtI DEf SIStBMI UHe^RI 01 at^INtlCllE BtliARIE. I i 



(JtA^th. Ann., Bd. V, pag. ii6), i combinanti del sistema ste^so com-^ 
cidono cogrinvarianti e covarianti della seguente forma con tre serie 
di variabili 



al 


bi 


c\ 


dy 


b\ 


c) 


a\ 


K 


'^l 



e quindi cogrinvarianti c covarianti dei covariapti elementari di que- 
st'ultima, i quali si ottengono dividendo il determinante precedente 
per (xjf)(x;j)(jf^), e sviluppando poscia il quoziente secondo le po- 
twize dei determinanti (xy\ (jc;^), (y:(). 
Eseguendo tale sviluppo, si trova 

'ove i combinanti tlementari A. 5, C del date sistema lineare hanno 
* espressioni seguenti : 

fil= - (.bc)(ca)(ab)[(bcyb,cy, + (cayc^aJl + (.abya,b,c% 

a, = -(bc)ica)iab)[(,bcy(ba)cX + {bay(bc),i',c, 
-h {cay{cb)a,b\ + {cby{ca)b,a\ + (fl^)'(«)*.<+ (<^cy {ab)c,b*;^ 

Se, introducendo i coefficient! effettivi, rappresentiamo con 

« 

0=1,2,3) 
\t tre forme date, e facciamo uso delle notazioni 



(o 12) = 



^10 ^11 ^11 



^«0 ^tl ^M 



^jo ^ji ■•j* 



> ecc, 



L, a S ft Z O L A R ] 



yi; = Coia)«;+3(oi j)j;a-,+[j(oi4)+6(o2;)]i;x; 

+ [('>'S)+8(o:4) + i»("23)]<;«;+[!(02!)+SCo!4)+>)(l24K*; 

+[3(<'J!)+<Ki2i)+'S(iJ4)l«>: + [(04>)+S('J))+l0(!j4)K«; 

+ [i("4S) + «(2J))»; + 3(24SX*,'+(j4!K, 

K = [(014) - 2(023)y, + [(ois) - io(i23)]»;«. 
+ [2(02S)- 10(.24)]>;;jr; + [2(0J,-)— 10(.34)]>:;x; 
+ [("45)- io(234)]«,';:+ [(I4i)- 2(23S)K, 
C; = [- 2(01 s) 4- s(024) — 20(i23)]i; 

+ [— ?(!>=>) + i!(''34)— ■5(124)]*;*. 
+ tjC03))- ■i(i2))+ ■)("J4X'; + Wo40-S(i3i) + 20(234)K. 

Ci6 poslo, volendo ottenere tutte te rtlazioni che intetcedono 
fra le A, B, C, osserviamo che la (14) si pu6 scrivere aache sotw 
la forma seguente 

A\AIA\ + 4-[(iO'S,S.b; + b<fB,B,tl\\ 



(■S) 



^ [(*?)■ Cv J) c,q 4- (:i.O'(»OC,c:] 



e considerando come sole variabili le x, y, essa si pui pensare, ri- 
spetto a queste due serie di vjriabili, come una. forma involultva (*), 
di cui i covarianti elemi^iitari pec son6 dati dalle formole : 



(1 6) 



p=r;s: = 4. = ,<|J^4-i(A:5)-J),B;_.-i-(,0'C;, 



.=(ri)v.j,= " ? = — b'b; + — (*dc;c,. 



(*) Circa il significato di quesu denomioiziaDe veggasi il citato lavoco del 
lig. Stephanos, Snr la IMorie des formes, ecc, II. 




SUI COMBINANTI DEI SISTEMI UNEARI DI aUINTICHE BIMARIE. 1} 

In queste, come si usa,,si e rappresentata con rjj!=:f?j' la 
forma (ij), e si sono denotate con a e ^ la prima ela terza spinta 
ddle due forme biquadratiche, da cui 6 determinato il fascio avente 
la (15) come forma invoiutiva. Ora alia fine del n° 7 della Memo- 
ria ultimamente citata il sig. Stephanos ha dimostrato che, affin- 
ch6 una forma simmetrica rispetto a piCi serie di variabili sia invo- 
iutiva rispelto a tutte queste serie, i necessario e sufficiente che essa 
sia invoiutiva rispetto a due qualunque delle medesime, scelte arbi- 
trariamente. D'altra parte 6 noto (v. per es. Stephanos^ Mint, sur 
Its faisceauXy tec, n* 13 c 14) che fra icovarianti elementari a e ^ 
di un fascio di forme biquadratiche sussiste la (sola) relazione 

(17) (a, ay-A(a. P)'-Ap. = o: 

baster^ dunque sostituire ael prinio membro di questa, al posto di 
« e ^, le loro espressioni fornite dalle (i6), ed eguagliare a zero 
identicamente, cioe qualunque siano Jc e ;;, I'espressione risultante. 
Le due spinte contenute nella (17) si calcolano facilmente fa- 
cendo uso delle formole seguenti che si deducono dalla prima 
delle (i 6) : 

o^IccI»1 = -jA\AIA;AI .f -L(y^)*5^5.5' + ^at;)»fi,B*.fiJ 
+ ^ix^yB^B;Bl -.^C:cvyB\B; -^(yvyBlBl 

+ JI6S (*>)(^J')(^0 Q C\ + ^ OcyXvyXxO C, q. 



u 



L. BBftZOLARI. 



Sostitueado , sviluppando i divers! termini colU fornioli 
Gordan, ed uguagliando a zero i coeHicienti delle diverse poiert : 
di (j^0> ^i trovano le equazioni : i 



(IV) 


j(.<, A)'--j-B'+ -L(/l, C)' = o, 


(V) 


ios(y<. B)'+ 2iJC = o, 


(VI) 


S W -J)' + -J- (J), *)• - "^ (^. q' + A C = 0, 


(VII) 


2i(^, S)'+4(B, C)' = o, 1 



(vni) 9K ^)■- 



-(«. «)'+jyCc, C)' = o. 



Diinque/rrt i covanantt tltmentari di tin sistetna lincarc c 
lithe hinarie hanno Iiiogo cinque idenliib, clx sotto le (IV) , , . 

S3. 
Date le due quinticKe btnarie 
f=sa^x] -j- s «,J^Jc, + ioa,x\x\ + ioAjIJxJ -j- ^ a^x^x* + fl,jcj, 

? = *o*I + S ^■"^'j + iol'^x]xl + iob^x\xl -i- ^ *4*i'*J + *i*i. 

rappresenCate simboUcamente da fl)^^'^ . . , , Aj^^'^ . . . rispett., 
esse ammettono una, ed in generale una sola, biquadraticn apolare 
comune. In cio che segue neassegneru I'espressione sotro due forme 
diverse : I'una risuhefi^ coinposta con mutue spinte del due p'lii sem- 
plici covarianti di ciascuna delle due forme; I'altra, che k di dedu- 
zione moko meno immcdiata, i: formata con mutue spinte de'i cova- 
rianti eleim'Qtari delle due quintiche date, ed i perci6 piii signiHca- 
tiva della precedente, poich^ mette in evidenza la proprieti, che pos- 
siede la biquadratica, di esscre un combinante delle due forme date. 
Se diciamo aj la biquadratica ccrcata, dalle equazioni di con- 
dlzioDe 



(fl«)'(j, = 0, (aatya, = o, (/'«)'/-, = 0, ibx)*b, = 




i 



SUI COMBmANTl DEI SISTEM! LIKEARI DI QUTNTICHE BtNARIE. t; 
segue che la btquadratica stessa i rappresentata da 



iDtroducendo i simboli delle due quiiitiche date, e svolgendo il 
^terminanie secondo gli element! dcUa prima orizzontale, si trova 
**'*'*«a ditficolta che, a meno di un coelRciente niimerico , il deter- 
"^>nante stesso equivale .\ 

{aa'y{bhy{ab){ab'){a' b){a' b')aXKK > 
^^■"Hia che nel seguito chiameremo F. Ora, adottando le seguenti 
**tazioni, che sono di uso costanie nella teoria delle forme binanc 
^^l S' ordine, 

analogamentc queste altre 

x^ = (ft by a; b'^. ^\ = {b by b^ t; , 

**a una nota formola (GorJan, Mat!). Ann., Bd, III, pag, 373) 
*^8tilta 

; <, = /.; -: ~-b\, c 



Poneado in questa y, : J", ^ ''i : — ft, . 
raoluplicando per (ft6')'ft^ft^, si ottiene 

F —(bhy(bHy{b- HfbX^'. - ■ 



-{bbybX-i\ 



~(_bby(biyb,b\\ 
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ossia finalmente 

F = {H, X)* - -'- [(H, .)' + (/., OT - ^ I .. 

e qucsta & la prima espressione della biquadratica che cerchiamo. 

Per ottenere Tespressione di F in funzione del covarianti ele- 
mentari a, (i, y gii considerati nel § i, occorre prima aggiungere 
qualche altra forraola a quelle di cui L\ si fece uso. In primo luogo 
lo sviluppo di Gordan di 



(i8) (ab)a^alb,bl = «>* - ^ ^xyy^*^. 

Inoltre polarizzando du^ volte di seguito la (8)^ prima col polo 
:;; rispetto alle variabili a:, poi col polo x rispetto alle variabili v^ 
e ponendo quindi v =zy, si ottiene : 

' + y (^0(vy)li,fi,{»; - y (KyP.li,!^: 

Se poi nella (9) si scambiano x ed y fra loro, e dei duo mem- 
bri della relazione risultanto si prendono le seconde polari miste dci 
poll y ^ \ rispetto alle variabili a*, si trova : 

(« /-) al a, a^ b] b: + (a b) a^ «! b^ b, b^ = 2 a; «|, a' 
+ y (A-0' ^] p. - y (vO'f^: % ^: - , J Y(-v>') (^0 (vO'. 



SUI COMBINANTl D£I SISXfiMI UNfiA&l DI aUINTICHE BIMARIE. J/f 

Sottraendo questa dalla (i 9) risulta : 

(ab)a,a^a\bj^bl + (ab)a,a^albj^b\^ 2o,lo^U\ 

Se in questa relazionc al posto delle ^ e :;; si sostituiscono le 
fl' e y, e si moltiplica poi per (a'b')a'^b'^^ si ottiene: 

+ iabXa'ynab')(_ba')iaayibbr^*aXl>A 
= 2(«t)(««)'(*a)'aA<-r7(«*)(«W(*P)'«*^ 

14 14 

Ma si ha pure 

(abXa'b')iaa')(_by)iaby(n'byaXl'.K 

- {ab)ia'b')(jib')iba'){aay(bbyaXKK 
=(«i b) (a'b') (a b') (b a') (a a') (* b') a, < b^ b[ [(a b') {b a') - {a iT) (b by\ 

= - {ab)\a'by{ay){ba'){aa'){bb')ayxK , 
ossin, scambiando fra loro b c b', 

= - (aby(a'byiab)(a'b')(aa')ibb')aXl'sK, 
da cui si deduce 

a {a b) {a'b') {a a') (b b') {a by (a' bf a, a',b, V, 

= («*) («'*') («*') (*«') (««')* (pbyaXbX 
Said. Gre, Malm., t. VII, parte i*. — Sunpato il i mttio 189}. ) 



i8 
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Allora la (20) diviene: 



F=--l(a*)(a«)'(t«)'fl,*,x 



I termini che compongono il secondo membro si otteugono 
immediatamcnte dalle (18), (ii) e (4), laonde, sostituendo, si ha 
infine : 



F = 



f («, ^y + f («, ^y + ^(p, py - ^p v. 



Da questa espressione si potrebbe poi eliminare un terniine, fa- 
cendo uso dell'identiti (II). 

Le due quintiche date ammettono infinite biquadratlche apobri 
comuni (e quindl la curva del 5° ordine di cui si e parlato in prin- 
cipio possiede infinite quadrisecanti)^ quando la forma F i identica- 
mente nulla, il che equivale notoriamentc a due condizioni. 



Pavia, 24 geniujo 1893. 



L. Berzolari. 
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SULLE CURVE PIANE DEL TERZ'ORDINE; 



Nota di F. 6 e r b a I d i , in Palermo. 



Adanansa dtl is &bbr«)0 1S9). 



Mi propongo in questa nota di trovare Tinviluppo della retta 
P^^larc rispetto ad una curva di 3° ordine C^, quando il polo per- 
^^rre una curva del fascio sizigetico. A questo scopo mi servir6 
^^lla notazlone e di varii risultati sulla forma cubica temaria con- 
uti in due memorie fondamentali, Tuna di Gordan (*), I'altra di 
lebsch e Gordan (**). 
Sia/=fl] = o I'equazione della C^, la soluzione del problema 
proposto consiste nella eliminazione di x,, x^, x^ tra le equazioni : 

(0 

n risultante, come & facile vedere, & di 6® grado nelle u, quindi 
i un contravariante dt 6^ classe, che deye essere della forma seguente 

AF + 52T + C2* + DT = 0, 

O Ueher Umdre Forrnen drilUn Grades. Math. Ann., Bd. !• 
O ^^^ cubiscbe Umdre Forrnen, Matb. Ann., Bd. VI, 
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dove Af B, C sono invarianti dipendenti da p. Data la retta u^ le 
prime tre equazioni (i) determinano quattro punti, che sono i poll 
della retta u rispetto a C, ; in corrispondenza a questi quattro punti 
Tultima dalle equazioni (i) e soddisfatta da 4 valori di p; dunque 
/a (i) i A' 4^ grado in p, e, data una retla «, fa conosccre col mti(^:^o 
di p h quattro curve del fascia si^igetico^ che passano per i poli di u ri-- 
spetto a Cy 

Tutte le curve inviluppo , che andiamo cercando , toccano le 
tangenti d'inflessione di C, ; quindi le rette, per cui sL annullano F 
e 2^ debbono soddisfare alia (i), e siccome tali rette non annullano 
T, cosi nella (i) deve essere 

D = o. 

Osserviamo inoltre che, se la curva descritta dal polo h in par- 
ticolare la C^ (p=:o), Tinviluppo della retta polare rispetto a C, 
h la stessa C^; ma questa ha per equazione in coordinate di rette 
F:=0; dunque la (i) deve ridursi ad F=o per p:=0; per conse- 
guenza B t C sono divisibili per p. 

Da ultimo osserviamo che, se la curva descritta dal polo e llies- 
siana di C, (p = 00 ), Tinviluppo della polare rispetto a C, , come 
& noto, k la stessa Hessiana, e questa ha per equazione in coordi- 
nate di rette 

= — — F + — 5i:t — -^rr = o, O 

dunque i termini che contengono p^ nella (i) sono, a meno d'un 
£ittor numericOy 

3 5*f — 24 5i:t+ 16 Tl\ 
Premesse queste osservazioni , per determinare completamente 



O Math. Ann., Bd. VI, 508. 
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A, B, C li supporremo noti , e risolveremo il problema tovtfrso ; 
imagineremo che una retta avviluppi la curva 

(2) AF + BUT + cr = 0, 

e cercheremo il luogo dei suoi poli ; indi determineremq A, B, C 
in modo che dal luogo cosi trovato si stacchi la curva a] — pa' xt^. 
In generale^ se una retta avviluppa una curva di classe n : wJ[=o, 
il luogo dei poli rispetto a C, 6 una curva d'ordioe 2 n, che ha per 
equazione 

[(I.] = ay,b^ . . . albl ... =0, 

nella quale compajono n simboli equivalenti a^ b, ... 

Ora supponiamo in primo luogo che la curva avvil^ipptta sia 
T = iij = 0; il luogo dei poli i 

e ^ i un covariante fondamentale (*). 

Supponiamo in secondo luogo che la curva avviluppata sia la 
Cayleyana l=zu]=:0; i! luogo dei poli & 

Volendo esprimere [2] per mezzo delle forme fondamentali^ par- 
tiremo dalla relaziolne 



donde. 



u]a,al = (flai*y^,a, + ±Sul, (♦♦) 



u,v,a,al'^z=(acLu)(axv)a,(i^+ -f-Su^v^ 



X'M 



[2] = (fl«i)(fl«rKa.*X + ±.Sr 



O MMh. Ann., Bd. I. 

O M**. Ann., Bd. VI, 458. 
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e siccome 






(*r«y*.f.«.=-i-5/. 


cosi si ha 




(4) 


[2] = -i-5/'-^A». 



Dunqae [2] =: o e una curva di 6* ordine, che si spezza in d 
cunre dd hscxo sizigetico 

Pertanto nd fasdo sizigetico vi sotto dne curve taU , cbe U retU 
polari dd loro piuUi rispeiio a C^ inviluppano la CayUyaua. 

Sopponiamo in terzo luogo che la curva avviluppata sia la stessa 
C,: F= 11^ = 0; allora il luogo dei poll e 

[f] = a^b,c^d^e^f,a\by,d^,e\rs = 0. 

Per esprimere [F] mediante le forme fbndamentali partiamo dalla 
relazione (^ 

a,uX = — 20 + -i-Aii, + —Til' 
la quale^ ponendo 

e osservando che si ha 



A = --fes + -I-T«., 



si pu6 scrivere 



j^ajflj = ^62 - 2 BjM, + Ta; 






O M a i s a n o , Rendic. Grc. Matem. Palermo, tomo IV, pag. l6c« 
O Math. Ann., Bd. VI, 504. 
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Di qui si ricava 

(5) [F] = ^[e][2] - 2 [es]/ + mr. 

Sopra abbiamo calcolato [T] e [£]; per calcolare [F] rimangono 
a calcolarsi [6] e [©^J. 

Cominciamo da [O]; si ha 

quindi 

Ora passiamo a [%], si ha 
qnindi 

pertanto per calcolare [Br] occorre calcolare [/£]. Dalla rclazionc 



(•) Math. Ann., Bd. I, 105. 
O Math. Ann., fid. I, 107. 
(•♦•) Math. Ann., Bd. VI, 466. 
(•••♦) Math. Ann., Bd, VI, 466. 



44 p. GBRBALDI. 

si deduce 

e quindi, merce le (3) e (6), 

(7) [K]=:aO-^/A-^r/'; 

ed on ritornando a [6s]> ^ sostituendo a [O], [2], [JQ le espressioni 
(<a (4X (7), si ha 

(8) [e,] =, i^/' + ^/' A + ^ A' - -l-/f 

Finalmente sostituendo nella (s) a [6], [2], [T] e [O^] le espres- 
sioni trovate, si ha 

(9) [i^]=/(2/4'-y/'-^A'). 

Di qui si conclude che, quando la retta avviluppa la cubica, 
uno dei poli (il punto di contatco) descrive la cubica, e gH altri tre 
descrivono una curva di 9"* ordinCy la quale ha per equa:(iont 

3 ' 27 

questa curva ba conu flessi i 9 jkssi delta cuhka^ ed ha ivi U siesse tan- 

genii; essa taglia la Hessiana, oltrecbi in qutsti 9 flessi^ in altri 1 8 puntiy 

T 
net quaU 6scula la curva ^ ;-/* = 0. 

3 
Premessi questi calcoli , si deduce che, se uou retta avvilupp4 

la curva (2), il luogo dei poli 6 
ossia, per le (3), (4), (9) 

^'°^ + ( "1 _ 61) f. _ 91 r 1' - '-^ /A' + -?- A* = O. 

\ 16 3 /^ 12 -^ 27 ' 36 
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Affinchi il primo membro di questa equazlone abbia per fattore 
/ — p A, i necessario e sufficiente che sia 



(AT S*C\ . , CS , , ^^ 

(l -T6-)P +-77?+— P--=°' 



2A _C^ 

27 ^ 36 



di qui si ricava: 

(11) ^:B:C=3(35p'-2y:-72(35p»-2)p»:i6(9rp' + 3)p. 

Dunque le polari rispetto a C dei punti di una curva del fascio 
sizigettco / — p A = o inviluppano una curva di 6*^ classe , che ha 
per equazione 

(12) 3(35p'-2)*F-72(35p» — a)p*ST+ i6(9rp' + 2)p2* = o, 
la quale si pu6 scrivere: 

9(3 5'F— a4 52T+ i6r2)*p*. " 

("0 

+ 36(4ST — 5F)p'+ 32S*p + 12^=0; 

t 

e questa. equazione, data una retta //, fa conoscere i parametri p cor- 
rispondenti alle 4 cubiche del fascio, che passano per i 4 poll di u 
rispetto a C^ Nella stessa equazione si verifica quinto abbiamo pre- 
veduto prima di sviluppare i calcoli. 



Palermo, 6 febbrajo 1893. 



F. Gbrbaldi. 



Emd. Ore. Matem., t. VII, parte l^ — Stampato 11 7 roarzo 1893. 
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INTORNO AD UN PUNTO DELL A TEORIA 

DELLA ROTAZrONE DI UN CORPO; 

« 

Nota di R. Maroolongo, in Roma. 



M H Cekbrtt}o 1I93. 



Nello studio del moto di un coq>o rigido intorno ad un punto 
fisso, nel caso in cui il corpo non sia soggetto a forze esterne, si 
riferisce la posizione del corpo all'asse delta coppia risultante delle 
quantity di moto, e ad una coppia di rette x, y del piano invaria- 
bile mobili con moto uni forme intorno al punto fisso, nel senso del 
movimento del corpo. 

Nella memoria « Sur la rotation d'un corps » (Gqs. Werke, t. II) 
Jacob i calcola le coniponcnti vet/' della velociti angolare secondo 
le due rette mobili, con un procedimento che pu6 essere reso piii 
semplice e piu simmetrico. 

Diciamo p, q, r le componenti della velociti angolare intorno 
agli assi principali d'inerzia; a, ^ . . . a"... i coseni degli angoli che 
essi formano cblla terna fondamentale (funzioni razionali di funzionl 
doppiamente periodiche); riferendoci poi completamente alle nota* 
zioni classiche, si ha : 

V + iV =/)(a + la') + qiS^ + i^[) + r{^ + i^) 
= Ap(pL + la') + Bq(^ + fP') + Cr(y + lyO 
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donde : 

V + iV= ^-/)(« + /a') + ^^^?(^ + m- 

Sostituendo in qucsta formula i valori di a, a', p, ^' (Jacobi, 

I ^ Q 

1. c, p. 318) e tenendo conto dei valori di />, q^ jy^- ecc, 

ft A K^ 

si ha : 

1/78(0) e(o)e.(/fl)//,(//)i7(/i ^ia)SXo)e(ia)H(n)HXu—ia) 



tiv'z=— 



e,(o)//(w)e(/i) 2HXia)S(i4) 

Per trasforniare il numeratore si applichi la formula fondamen- 
tale sul prodotto di quattro. funzioni cioe : 

H(w')B(x')H,(y)eXi') - e(«/')^(^')©.-Cv')^.aO 

e si faccia : 

w =zia; X = u, y = o^ ;( = f« — ia 
d'onde : 

w' = f rt; a:' = /rt, y =zu — ia, :f' =r o. 
Risulter^ quindi facilmente : 

"•'''- e. (o) IH, (1 fl)«(«) ' 

dalla quale mutando / in — 1 ricaveremo v — iv' e quindi dedur- 
remo t/ e v' in funzione razionnle di funzioni doppiamente periodiche. 
Voglio ora notare die le formule : 

/ A — C dlogsnia I A — B d log dn ia 

"n AC ~ da ' T AB ~ da ' 

a) 

/ B — C_ d\ogcn(K — ia) 
n BC ~ da 

possono essere completate. 
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Si ricordi che la costante ia h definita da una delle tre rela- 
zioni: 

Cm-'A) .. D(C—A) , ,. B(C—A) 
sn ta— A{C—Dy ^^ '^ — AiC-^Dy ^^ '^ — A(JC—E) 

ovc con |y= si accenna con Hess (Ueber das RoIIen u. s. w.) la 

distanza del punto fisso dal piano su cui rotola Tellissoide d'inerzia. 
Dedurremo , dividend© la prima delle (I) per en* i^, e mol- 
tiplicando per sn*fa, che: 

I A — D isnifldnifl d log en ia 

n AD cnifl d.i 

Questa a sua volta divisa per sn' ia d^ : 

I D—C _ idnia _ d\oodn(iK'—ia) 
n DC snifl en la da 

ove si ricordi che : 

dn (iK' — ia) = i^^ . 
^ ' sn I a 

Infiae ricaveremo: 

/ B—D _ iV'snia _ <f log sn (JiT — la) 
« BD cntadnta da 

Per6 le formule (I) si completano coUe seguentt : 

/ A — D _ d\ogcnia I B — D _ d\oosn{K — id) 

n AD ~ da ' n BD ~ da ' ' 

(H) 

/ C—D _ d\ogdn(iK' — ia) 

n CD ~ da 

Roma, dicembre 1892. 

R. Marcolomgo. 



aj 



I 

SULLA RICERCA DEI CENTRI DI CURVATURA 
DELLE TRAIETTORIE DEI PUNTI DI UNA FIGURA MOBILE; 

Nota di R. Maroolongo, in Roma. 



Adananu del 26 fcbbrajo 1S95. 



In una nota inserita nel Giornale di Napoli (1888) homos trato 
che le formule note che d^nnd le component! deiraccelcrazione di 
un punto nel moto di un solido intorno ad un centro fisso, 0, se 
condo tre rette uscenti da e mobili col corpo, opportunamente 
trattate, conducevano in modo diretto, alia dimostrazione di alcuni 
elegantissimi teoremi enunciati dal prof. Gilbert e dallo Schell 
e li completavano. 

Lo studio dell'accelerazione dei punti di una figura piana mo- 
bile nel proprio piano conduce ancora nella maniera piii diretta e 
piu semplice a stabilire alcune delle costruzioni per la ricerca dei 
centri di curvatura delle traiettorie dei punti della figura mobile 
(ad esemp. quella cosidetta di S a vary e la piii generate di Bo- 
billier). ^ 

Della prima tratta difFusamente il Villi^ nel suo Traiti de Cinl- 
maliquiy Paris 1888. Della seconda, con metodo esclusivamente geo- 
metrico, tratta il Burmester nel suo eccellente Lehrbuch der Kine- 
matik, Leipzig 1888. 

II moto piu generale di una figura piana nel proprio piano pu6 
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essere ridotto al rotolamento di una curva V luogo dei ceotri isuti- 
t;ind di rotazione sut piano mobile, su di una curva fissa V, luogo 
dei centri istant.inei di rotazione sul piano lisso, 

Rii'eriamo la posizionc dei punti della figura mobile alia fine 
del tempo /, alia tangente comune alle due curve T e T' in /, cen- 
tro istantaneo di rot^izione, come asse delle x, posilivo nel senso in 
cui /. considcrato come punto della figura mobile, si sposia su V; 
ed alia normalc comune alto due curve, positiva verso il centro di 
curvaiura di T; supporremo inoltrc, per fissar le idee, die nel punto 
/ Ic due curve abbiano curvature oppostc c assumcremo come posi- 
tive Ic rotazioni che avvengono da x verso y. 

Detta w la velociii istantanea di rotazione , w' = -j- I'accele- 

razione angolare, e ^ la veIo;iti coUa quale un punto che alia fine 
del tempo / coincide con / si sposta su V, le fomiuleche danno le 
componenti della velocity c dell'acccIeraKionc del punto Af( at, y) alia 
tine del tempo I, sono le set>ueaii : 



/. = - 



Ir = 



I- — W _v - 



(VilUi. Train, p. 67). 

L'accelerazione di / diretta secondo la normale a V ^■. — «/-'; 

e per6 Taccelerazione di un punto M i la risultante di due accele- 
razioni : quella del punto / e quella cbe M avrebbe se la iigura ruo- 
tasse intorno ad /; le componenti di qiiest'ultima secondo MI c \.i 
normale ad Ml sono rispettivamente : w'r e w'r (/■ ^ MI). 

II luogo dei puiui p;.-i quali l'accelerazione 6 parnllela all'asse 

.... . «/^ y 

X e una retca clie taglia sugli assi le parti : — - e . 

II luogo dei punti pei qiiali l'accelerazione i parallela all'asse 
y c una rctia uscente da / c normale alia prima. It punto comune 
O a queste due rctte ha nulla TacceU'razionc totale (centro delle acce- 
lerazioni). 

I punti pei quali i costante l'accelerazione totale sono su dei 
cerclii die hanno per centro O. 
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I puQti pei quali 6 nulla Taccelerazione tangenziale sono su di 
un cerchio tangente ^airy nel punto / e il cui diametro i : — p ; i 

(x) 

punti pei quali e nulla Taccelerazione normale sono situati su di un 
cerchio tangente ad x nel punto / e il cui diametro i // = 

(cerchio dei flessi) ; questi due cerchi si tagliano in / ed in 0; il 
punto / ha nulla Taccelerazione tangenziale , ma non la normale ; 
per6 ivi non corrisponde un flesso per la traiettoria (un regresso). 

Se cx) = cost., il punto coincide con / (centro geometrico delle 
accelerazioni). 

Chiameremo cerchio dei regressi quello simmetrico al cerchio 
dei flessi rispetto ad /. 

L'accelerazione normale di un punto M & data da : 

. . jc_ . y v* 

Jn—Jx— + h— — ~j' 

se con p s'intende il raggio di curvatura della traiettoria descritta 
da M. Di qui : 



P = 



r' 



w r 



V . r y 

Ma — e il diametro del cerchio dei resressi onde — . -^ 4 il 
CO ° (0 r 

segraento I A intercetto suUa /Af dal detto cerchio; se diciamo a tal 
segmento risulta : 



r* 



Riterremo r sempre positivo; a sar^ positivo o negativo a se- 
conda che Af ed ^ cadono da una stessa parte o da parti opposte 
di /. 

Sia A/, il centro di curvatura della traiettoria descritta da Af; 
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chtsmercmo W, ceotro di canramra corrispoodente ad A/; postol 
Ii4, = r, ristdu: 

*f <y, _ rf, 

'*~«l+r' « — r, * r — r, ' 

Deni C c C i centri di curvatnra di V e V in I, R' ei R \ 
loro rispenivi raggi di curvaiun, il raggio di curvatura della traiet- 
toru descritu da C i : 



f = - 



r; ma: -^ = -=- + . 



oode: 



---(R + R') 



cio£ il ceniro di carvatura della traicttoria dcscrina da C 6 C. 

II valore di p e queste fonnule mcnono subito in cvtdenza le 
seguenti ptopricti : 

I puoti M csterai al cerchio dei flessi hanno le loro traiettorie 
concave verso il punto /; i punti intcrni volgooo ad /la loro con- 
vessitl. [I centre di curvatura corrispondente a C c il punto C 

La punRggiata costituiia dai punti M dt una retta (w) uscente 
da /, riguardaii come punti della Ggura mobile e U punteggiata dei 
rispettivi centri di curvatura Af, , sono proiettivc; i punti uniti delle 
due punteggiate coincidono con /; il punto limiie della prima i il 
punto d'incontro A, col cerchio dei flessi; il punto limlte della se- 
cond! il punto d'incontro A col cerchio dei regressi; cioi: il cer- 
chio dei flessi e il luogo dei punti limitl di tuttc le punteggiate M 
uscenti da /: il cerchio dei regressi 6 il luogo dei punti Itmtti dellc 
punteggiate Al,. 

Date due coppie di punti cornspondenti M, M,; P, P, su due 
rette dis*erse m e ^, il loro pUDto d'incontro i il centro istantaneo 
di rotatione /; sopra le due reiic resta individuata la proiettivit!t c 
quindl i due punti litniti A, A'- restano adunque determinati i due 
ccrchi dei regressi e dei flessi; e quindi su ogni alira retta uscente 
da / 6 pure individuata la proicttivit^ c per6 : cogniii i centri di 
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curvatura di due punt'i rest.i Jetermiiiato quelle d'l ogni altro puiito. 
della figura mobile. 

Su ogni retta uicente da I cogniti due punti corrispondeiiti M 
ed M, sarA individiiato il punJo A d'incotitro col cercliio dei re- 
gress). La formula : 

a__ r___ IM 

r, ~ r — r~M, M 



.1 — r, __ IM, 
r, ~ M,M 

mostra come trovarlo in modo facile. Stelto ad arbitrio Q fuori ni 
e condone le QM, QM,, QI, da J tiro IS parallela zi M Q sino 
a — T, M, S 



ad iucoDtrare QM,; avreino - 



■M.Q 



e per6 se da S con- 



duciamo nuovamente la parallela a Q / iino ad incontrare in A la 



IM sar.\ 



M,A M,S 



onde ^ ^ il punto richiesio. 



IM, ~ M,Q 

Se si conoscono due coppte di punti corrisponLleiiti M, M,- P, P, 
situate su rctre diverse m, p, scegliendo il puiito Q nel punto d'in- 
coQiro di MP con M^P, c conduccndo da S la parallela ad IQ 
questa taglieri le due rette mp in due punti A, A'; il ccrchio cir- 
coscritto al iriangolo I A A' 6 il cercliio dei regressi. Si conclude 
ancora die ; il luogo dei punti Q d'incontro delle rette MP, M, P, 
k una retta uscenie da / e parallela alia congiungente i punti limiti 
delle due punteggiate M, c P,, o M t P. 

Vn tal resuUato puo stabilirsi in niodo facilissimo anche cosi. 
Sceiti per assi coordinati -v ed y le due rette IM, IP, e dette x, y 
le coordinate di j[2 si ha ; 



JL+4=,; A + 4=, 



d'onde sottraendo : 



b»d. Ore. MalnH., t. VII, parte i*.~Siainpalo il 21 marzo tS; 
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La retu Ql luogo dci pumi Q sarj cbianiata asse rclarivo a 
f, aiiuiit.1 conic rctia (issa (tbnciamcntale) la tii. 

L'angolo conipreso tra la conglungentc i punti d'incontro del 
cerchio dci regressi coUe due rette m e ^ e la rctta p e uguate aU 
l'angolo tra la retta p e I'asse relaiivo a />, ed eguale pure e dello 
stcsso senso, aU'angolo compreso tra la fctta fondamentale e la tan- 
genle in / alle due curve P e T' (tangente al cerchio dfi regressi), 
onde: 

Assunta una retta per / come fondamentale, l'angolo compreso 
tra un raggio qualsiasi e I'asse relative e costante ed eguale aU'an- 
golo compreso tra il raggio fondameoule e ta tangente comune a 

r e r'. 

Di qui la soluztone (BobilUer) dei problem! seguentt : 

1. « Dalo il ccntro istjntaneo di rotazione e la tangente / comune 
allc due curve fondamenlali, e cojinllo di un punto Mil cornspon- 
deniL* centro di curvalura M^ , trovare di un altro punto P il cor- 
rispondcnte P, ». 

Formando su ]P un angolo eguale c dello stesso senso di 
/, /a/, , si trova I'asse corrispondente ad IP c quindi resta subito in- 
dividuato P,. 

Se si conoscono i centri di curvatura C, C delle due curve T, 
r', poichc C ha per centre di curvatura corrispondente C, potremo 
valerci, in luogo d\ M e .V/, , dei punti C e C e allora si ricade 
sulla costruzione di Savary. 

Pill in particolare ancora se fosse cognito il centro georaetrico 
delle accelerazioni potremnio vak'rci del punto / che ha per centro 
di curvatura corrispondente il punto all'inlinito della retta ^ e si 
otterrebbe la costruzione di Savary nioditicata, 

2. « Dati due punti M e P e i loro corrispondenti A/,, P,, di ua 
altro punto N deicrminare il corrispondente centro di curvatura ». 

II punto / d'intersezione di MM, con PP, e il centro istan- 
taneo i.!i rotazione. II punto Q d'intersezione di MP con M, P, 4 
un punto dell'asse relative a PP,, assunto come raggio fondamen- 
tale MM,; h I Q ^ quindi I'asse relative a PP,. Formando su JN 
un angolo eguale e dello stesso senso di P IQ si trova I'asse rela- 
tive ad IN c quindi il corrispondente di N, 
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Dalla formula : 

ar 

risulta : 

I 1 I 

a f , r 

e se diciamo 6 Tangolo compreso tra il ragglo e la tangente co- 
mune alle due curve r e T' si ha: 

a = — sen 9 

(x) 



e per6 : 



lsenO=-77- = cost. 



Onde per due coppie di punti corrispondeati su due raggi m 
e m' si ha : 

formula che comprende come caso particolare quella di Eulero. 

Dette infine Jc, y le coordinate del punto M, x^y^ quelle del 
punto Af, si ha : 



onde: 

V 



V 

— ^y 








•If "■ 


*l — 


V 


> 


/i - 


. x*+/ + . 


6> 


xy 






Riflettcndo che: 














yx 


= 


JC 



«>• 



y 



ii 

h seconda pu6 scriversi : 
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', + y, — —}, 



< + f. - 



Diille quali discendono subito i teoremi di Rivals. 

Fondandoci da ultimo sul teorenia die : il centre di curvatura 
dell'inviluppo di una curva in un punto di questo inviluppo 6 lo 
stesso di qu.'llo della traiettoria descriita dal ceniro di curvatura 
corrispondente della curva mobile (Villie op. cit,, pag. 80) si de- 
duce che le costruzioni ciiate si applicnno facilmente alia ricerca 
dei Cfniri di curvatura degli invjtuppi dellc curve invariabilmente 
coimesse con r'; e le foimule dJmostrate sono pur valide, ma le r 
sono le distanze tr.-i / c i centri di curvatura delle curve invilup- 
panti. 

UciTia, ditetnbrc 181)2. 



R. Maecolokgo. 



ESTRATTI DAI VERBALI 

[F.A- t. VI, pp. ,is-.64]. 



ADUNAMZA DEL 27 NOVEMBRE 1891. {Presiden: 

Ammi8sioD« di nuovi soci.— tl sig. E 
UnivcrsiU <li Vienna, proposto nella preceJente adi 
* eleno socio non midenU. 

Hemorie e Gomunioazioni. 

D'OViDIO : Tiorema sulU fonni algibricbc. 




fiabbliuiiosi pcrloiUhc < 



ADUNANZA DEL 14 AGOSTO 1891. (PrcsiJenza M. L. AlbeggUniJ. 

Hemorie e Comuoicaxiooi. 

GEBBL\ : Su ccrU funjion! poltnjiali di masse diffast in tuUo lo sfa^io infinito. 
tAppendi>:e alU Mcmoria j^resenuta aeWe Adjnaiue del ; e 12 gennajo 1890 (vedi 
t. IV, pp. 6j e 64) cJ inierJu a pp. 117-252 del t. IV dei Rendiconti], 

ADUNAN'ZA DEL a3 AGOSTO 189a. (Prejidenw M. L, Albeggiani). 
AlTari iotemi. 

ADUNANZA DHL ij NOVEMBRE 1S92, (PresiJeiiM G. 
CorriapoDdeaza, — Con kttera del 2 otiobre 1892 ring. C i; 
g i J n I si dinielte Ji iMo del Circulo. 
Memoria e ComunicasioDi. 
SEGRE; Riecardo De P a 1 i 1; ccam biograjiu. 



ADUNANZA DELL'ii DICEMBRE 1892. (PresiJenn M. Gebbia). 

Corrispondeaza. — II Presidehte panecipj alia Society chc S. E. il Mini&tro 
dcUi P. I„ Con letterj del 1} oltobre 1892, ha conce«o al Circolo un sussidio di 
L. 800 per la pubb'kazione dti luoi RendiL:onti. II Cir>:olo doUberj, all'unanimitil, un 
voto di riagr^iziaiiienlo a S. E. il Mialsiro. — II Circnlo iioniinj il socio sig. Camilla 
Jordan quale dclegato per rappreseotare la Societii alia cerlmonij sciemilica che 
avril lut^o alia Sorbana di Parigi il 24 dicembrc 1892, per festeggilre il 70° anni- 
vtrwrio del sig. Cii. H erni i te, — Con kiietj in data del 4 mario 1892 il sig. den- 
ture Giovanni Frattini i.\ dimeiie da spcio del Cireolo. 

Ammissiona di nuovi soci. — Dietro sua domiiiJa (*' sensi dell'art, 9, 
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comnu 2", dello Sututo socijIc) il doit Fr 
preccdeoie adamati das loci Guccis e G i 



e»eo Tirelli, proposio nellj 
1 1 d i , t deno loeic mUtnte, 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL i3 DICEMBBE 1891. in eommcmoM- 
itone del PcMidenic del Circolo prof. G. AlbeggUni. (Presidenia del Vice- 
Preiidente F. C a 1 d 4 r c f »). 

Sana preienti all'^duninij : la ^miglia del defanio prof. comm. Giuseppe 
Albeggiani; il prof, conmi. L u i gi Samp o lo, segreurio generate delU 
R. Accademia di Sciuaie, Ltftifre e Belle Arti di Pjlerma , i soci resident!: 
Magna, AlbeggUni (C). A I be ggi an i {M. L.). Ca I d a rcra, Ca n- 
tone (M.). Capita, Ccrto. D' A rone, Gcbbia, Gerbaldi.Gui- 
doiii.Guccia, Mastricchi. Mattina. Miceli.Moritani, Pa- 



gli^ 



ni, Pc 



, Salem 



-Pace 



Hi, Tor 



itii, 



Ventuti.— II Segretarii} legge una leitera d^l MKio Pincacuda, i I quale, 
dovendo partire per Roraa, c)primii il suo ramiiurico di non potere prender parte 
alia sedura e « si associa al lutio dui coHcghi per \n grave pcrdita fatta dal Cir- 
colo Delia persona del presidente prof. Albeggiaoi, suo caro c vcnerato 
maestro, cui \o legava un filiate ^ffcuo di tinti anni ■.— Prendono posio presso 
il banco della Preiidema: la famiglia Albegglani; il prof. comm. Luigi 
Satnpolo, rappresentinle U R. Accademia di Scicn/c , Let;ere e Belle Arti; 
il prof, cav, Micheic Capitd, ditettotc della R. Scuol* d'applicaiione per 
gl'Ingegneri; il prof, cav. u(F, Giov.inni Guidotii, preside del R. Istilulo 
Tecnico. 

II Presidents ricorda \a ^iv\ perdite solFerte dal Circoto in breve trascorrer 
di tempo per la morie Ji no:i pochi chiarissimi colieglii. L'aAnnuario del 1892 ■ 
gil annunziava la mortc det^ti illustri professori Casorati, Hirst. Padel- 
letri, Sannia c dei due giovani egregi ing. Eduardo Basile e Salva- 
lotc Conigliaro; quando, trascorsi appena pochi mesi . si ebbero a deplo- 
rare altre dolorose c gtavi perdite nel nostro Circolo: quelle del va'entc gio- 
vaDcgeometra RiccardoDePaoI is (34 giuguo 189a) e dell'iaiigne En r ico 
Betti (II agosio 1891). Di questi due chiarissimi soci il Phesidehte si limita 
ad un brevissimo cenno detle alte qualiti sciemifichc, avendo del primo degna- 
mente gil icritto il prof. Segrc (') c dall'altro csscndcsi impegnato a dime le 
lodi il ch.rao prof, Beltrami ("). E, quasi cue tanta jattura non bastassc, 
nuove sventure sopravvengono a brevissimo imcrvallo : la morie improvvisa del 
nostro rispett.ilo Presidvnie, Giuseppe Aibeggiani, segnlU dilla imma- 
tura perdita di un altro giovane egregio, il dottorc Andrea Canton e. La- 
sciando ad alcti il c^mpito , in questa Adunanaa, di far pariicolate elegit de! 
due ultimi estinti , 11 Prhsidente chiede gli si peniietta che anch'egli dica brc- 
vemente delle umincnti quaiiti de: compianioprof. Giuseppe Aibeggiani, 
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Ed esprimcndo di prnna il suo profonilo coriio^'io pet la perdita dcl''antico col- 
lega ed amico, ne delinoa a grandi iraiti ^'i aTihiKriti e dell'uotno e delloscien- 
aUto; hctado rJ'evare a'trisl chc I'A ! be gg i 3 n i, nonosmnte fosje visiuio per 
gran parte delta sui vJu in un pae'c. d«ve prima del nostro risorgimenio poU* 
deo luito era osi.icolo alln sviluppo scieniifico, luitavia fu semprc fervido cul- 
tore delle dourine iiiateiii^iiiche ia ^'ncri;, c dcli'Aiialisi in IspecJe. H conchiude 
osservando chc a d.ire esaiio giuduio dtVe opere di un uomo , devesi aniitutio 
valuiare i*aiTibii,'nic eniro cui s'i svolta la sua potenziatitj. 

GEBBIA: Giiisippi Alheggiani. 

Non t rrascorsa ancori un atino daccht in quesu siesja saia si compian- 
jMva la pcrdiia di A c li i 1 1 e S a n n i a; ed ora un nuovo dolore ci radona lut- 
tuosamenu invitandoci a tcnd>;re i dovuti ouori aUa nicmoria del Presidente del 
noftro Circolo, Giuseppe A Ibeggiani. Non per la sota vicininza del 
tempo vi ricorda la commcmorazione delt'illujtrc professore napoleiano, ma per- 
ch£ una singolare somiglianza avvicina ti: Hgure di quesli due uominl. Di en- 
trimbi noi abbianio da amniirare produzionc copiosa di scriiti original! o di 
irarzosi irattaii, ma invuce il profondo e indcftrssg studio, U Svariata culiura e 
la viti di:dicati alle cure deH'insrgniiiienta. Ni qufsio carattere dell'attivii^ dei 
due uomini toglic alia loro importansa s<:ii:ntilica, s'£ pur vera che non k meno 
imporiaoie che il patrimonio scientilico deirumaniti si accresca, di qucllo che si 
rnantenga o si dilTondi. 

In Giuseppe Albegginni la natura voile crearc il profetsore. Egli, 
dopo compiti i primi siudi sotto i padri geiuici , iniraprese i supcriori nell'Uni- 
versiiA di Pjicrmo, di'<v'el>be a maestri Gactano Bai/t per le nulematictae 
pure, E m a n u e 1 e E 5 1 i ! I e r per Ic miste. Carlo Giacliery per I'Archl- 
letiura, II 17 luglio 1842 consegul la laurea phpirae el ntalbtmaticat ad arcbilec- 
biram fxtrceiidam. Apj;ena due anni dopo, nel 184). si esponeva al pubblico con- 
corso per la cniicdra di niatemaiiche sublimi, avundo a compeiitore Fedetico 
Napol). Secondo i regolamcnti di allora I'espetimento in iscritto consisieva in 
una nicmoria su teraa estraiio a sorte, che il candidati] dovca comporrc in ven- 
tiquatlt'orc irattenuto c sorvegliato. [I lema sortito a lui fu % Metodo generale 
per Ditenerc i valori approjsimati degl'iiitegrali definiti 1 e la memoria compost* 
Ira rS e il 9 genoaro comparvc alle stdmpe. Pi.'r sup^rioritj di pkinii la citiedra 
fu aggiudicati al Napoli, e I'Albegginni s'cbbe il gr.ido di professore 
Kwiiiuio, col quale cominciO la 5ua carritfra didattica, Ma poco tempo dopo I'in- 
segDamenlo delta malemaiica sub'ime rest6 interamente alEdato a lui, poichi il 
Napoli, avcndo preso parte aiiivaaimotirivoluzlouari del 1848, successa tlel 49 
la lesiauraiione del govcrno borbonico, dovctie esulare, nt piii torn6 aU'Uoivcr- 
liil di Palermo. 

Kel iSji t'A I beggiani ebbe il grado di professorc interino e nel i860 
quello di ordin^rio, cambiandosi allora il notne della cattedra in quello d'lntro- 
dutione al Calculo, clie comprcndiiva i complementi d'algebra e la geometrii ana- 



liiici. Scp3r.iie(i poi >{ucsle iae mjteric a) tempo delta proditi4iuri MordioT 
e per opCM riel Segrelirio di Staio per b pubblica itirutione P. Grc^orio 
Ugduleni, cgU prese per it I'algi'bra complements re ne! iS6j c la cambiA 
eol caleolo difffrcntule inicprile nel-1870, insepn.imemo ehe (cone poi wmpre. 

Parallclimealc alU camera deirinnegnimcntci percorr«va rAlbeggiaai 
netia sua giaventli quella d'iitgcfracre , nella quale Ta soliditi dei suoi studi , la 
sua posi'ione atl'Uiiiveriitl e la stima In cui lo tencv.tno gU uotttiDJ cbe foprin- 
leodevano alle pubbtiche cose, lo spinscro presto ai pnmi gradi. E roi lo ve- 
diamo nel iS.|3 insiemc ai va!enti jngegneri MachI e Zappulla dirigere la 
coilruiione del viale detia Llbertl , cb'i luttora uno dei pi^ belli di Palermo. 

Nel 1840, mandjto dat re Feidinanda II 11 princIpe Sslriano come Luo- 
goienenie peneralc in Sicilta e con I'alUr ego teale a ncostituire il governo, io- 
ilituiva una CommiHione dei Lavori pubblici con le aiiribudoni ehe oggi spct- 
tino al Consip'io tupcHorc, cioi di rivedcre, riferendonc a' governo, le proposle 
t i progetti del Corps di Ponti e Strade per Ic opere d*interesse del'o Stato. 
delle provincie e dci comuni. Di quella comniissione fu chiamato a far pane il 
nostro A 1 b c r g i a n i coRti onori di Direttore (di Ponii e Sirade) c con !a fun- 
tione di Sigtclario net iSjo, carica clic manlenne fino al risort;imeiilO naiionale 
e fra le opere p>ibbliche a cui prese parte in quel periodo ricordumo 'a costru- 
afone del canale di scolo di Scorciadenaro preiso Pa'ernio c quella del prinio 
iTOnco del'a ferrovia Palermo-Mesiina. 

Nel 1861, trov-andoii iu aipeliaiivi col grado d'ifpetiore , per la legge siil 
cumulo degl'impie^hi fu invitato ad optare fra il Genio Civile e I'Universiti , 
cd egli Kelse quest'uliiroa , a cui lo legavano tnolio maggiormcnle le sue incli- 
Diaioni. 

D'allora la sui attivitjt scieniifica c diJaitica p"i£ ptcnamenie spiegarsi. II 
JiKarico dalle cure professionati; la diicrtta ajjiatcaia cite comjuciA ad offrlre i! 
profcsioralo a lui, che dal Uvoro pur dovca ricavarc i meiu di aiisjisienxa; Tin- 
eremenio poi sempre progrediente del commercio dellc idee e dei libri, gli per- 
inetievano al fine di dcdicarsi tfscluslvamentc c fruttuojimente aH'occupazione 
che con pasiionc prediligeva , lo itudio dflle ma'emaiiche : ed egli lo Tece oa 
ardore giovanile. Presa pratica in brcvi»inia tempo delle lingue tedesca ed tn- 
glese, li provvlde larganienie di buoni libri e di pcriodici e nc fece a:quij:are 
alle due biblioteche pubbliche di Palermo, cosiccht subito potC riniuoverc d'iti- 
torno a li i Iristi elTeiti del riurdo in cui ii tcneva presio noi ta culiura fisico* 



matematica per rabbandono in cui g 
tirannico cd oscuraniisia. 

Presto fu iitformaio del la teoria 

che anchc oggi da alcuni si chiama la Nuova Geometi 

dujse i fondamenti nel suo corso d'algebra superiore. Ne 

della bclleiza di quesli argomenti, sviluppavn in un corso libero 

a sujia scorta dci libri dell'Hesse, e andarono ad ascoltarlc 




I'isiruiione superiore sotio ud governo 



delle forme algebriche e di quella 



I pane geonie- 
i raigliori suoi 



d 
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allievi, parecchi del qaali, nostri soci, occupano oggi posti elevati neirinsegaa- 
mento. Era la prima volta , e per opera di lui , che in Palermo si avesse cono- 
sccDza di queste nuove teorie oggi'tanto diffuse. 

Ma IMndoIe del suo ingegno e la materia d'insegnamento alia quale deffini* 
tivamente fu addetto, lo attraevano verso rAnalisi pura, checostitui, misipassi 
la similitudine , il quartier generate de* suoi studl svariati ; e coltiv6 la teoria 
delle equazioni differenziali e in particolare delle lineari, la teoria generate delle 
fuiuioni con le sue specialitii di ellittiche e di abeliane. Prestissimo s*infonn6 
del merodo di R i e m a n n ed ebbe con I'immortale analista una conversazione 
nel marzo del 1863, trovandosi questi di passaggio in Palermo. 

Segul sempre con scrupulosa attenzione i progress! che andava facendoTA* 
nalisi e fu singolamiente attratto dai lavori di Klein e di Lie; ma in gene* 
rale non vi fu pubblicazione importante sulla materia ch^egli non acquistasse c 
non stndiasse, com*era suo costume, leggendo e seminando il testo di note mar* 
ginali, in foglietti separati registrando sviluppi ed osservazioni , e di tali note 
si trovano in tutti i libri ch*egli studiava, e periino nel primo volume del corso 
d'Analisi del Pi card venuto alia luce I'anno scorso. 

N& trascur6 glMmportantissimi ritocchi che in questi ultimi anni hanno rice* 
vuto i fondamenti deirAnalisi, per quanto riguardi Tclargamento del concetto da 
fuDzione e le condizioni sotto le quali le operazioni fondamentali del calcolo in* 
finiteslmale sono ammissibili. E queste novit^ andava introducendo nei suoi corsi; 
per6 con parsimonia e guardandosi dall'addensare neH'csposizione dei princlpii 
distinzioni . troppo abbondanti sottili, il che a suo credere avrcbbe confuso e 
scoraggiato i principianti. 

Non trascur6 le matemati^he applicate, si per la sua naturale tendenza alia 
cultura multilaterale , si perch6 neU'esercizio deiringegneria ebbe occasione di 
apptezzarne Timportanza. Cosi fu che nel 1876, aggiuntosi nella Scuola d^appli* 
cazione per glMngegneri di Palermo Tinsegnamento del la statica gralica » egli 
pot^ assumerlo e lo mantenne fmo alTultimo. 

Kel 1873 s*instituiva la Scuola superiore per le miniere di zolfo, ed egline 
fu direttore iino alia soppresslone deiristituto, che avvenne nel 1887. 

E bench& la sua carriera uf!icia!e d*ingegnere fosse Hnita col 1862, pure non 
trascard mai pid di tener d*occhio I'ingegneria, nella quale il suo passato gli assi- 
curava neirestimazione pubblica un posto principalissimo. 

Nel 1865, chiamato dal pubblico voto al Consiglio comunale di Palermo, vi 
coprl la carica di Assessore dei lavori pubblici sotto la sindacatura del giovanis- 
simo marchese di R u d i n 1 , e vi rest6 per pid anni rendendo segiulati servizi 
al Comune. 

Fu poi ritenuto 11 capo della classe degi*ingegneri palermitani e il consultore 
per cccellenza in quistioni tecniche delicate, si per le sue solide e svariate cono- 
soenze, che pel presiigio ch*esercitava su tutti gringegneri palermiuni ed anche 
della Sici!ia, la maggior parte dei quali, per due generazioni, furono suoi allievi. 

Rifid. Ore. Matem., t. VII, parte i\— Stampato il 21 marzo 1893. 6 
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Non meno autorevole fu la sua persona presso rUniversiti di Palermo, ddla 
quale fu rettore Utolare dal 1868 al 74 e funzionante in varie epoche. Fo tre 
volte preside delta facoIU di scienze dal i860 al 68, dal 74 al 76 e dair85 al 9a, 
e lo era quando si spense. 

Fin dal 1844 fu socio onorario della R. Accademia di scienze lectere ed art! 
di Palermo, e dal 1845 '^10 attivo: era il pid anziano deisod soperstitL Dal 1846 
fu membro del R. Istituto d'incoraggiamento per ragricolmra e rindnstria in 
Sicilia , il quale poi diventb Consiglio di perfezionamento e Giunta di vigilanza 
sulPIstituto tecnico, ed oggi & SocieU delle scienze naturali ed economicbe. 

In Giuseppe Albeggiani possiamo ammirare il dotto, rinsegnante e 
Tuomo. 

La scienra fu Tobbiettivo principale e quasi il sostegno della sua vita; Famb 
sempre senza secondi fmi ; non come mezzo al conseguimento di altre sodbfii- 
zioni, ma per si stessa e pel piacere che alia sua mente elevata era dato di ri* 
trarne. Prediliggeva i metodi analitici, ai quali si era a preferenza educato e che 
meglio si addicevano alia quality del suo ingegno : a prq>osito di qoella scaola 
moderna che in meccanica crede di render pid chiare ed accessibili certe teorie 
costrucndo geometricamente grinfmitesimi, mi ricordo avergl senttto roaaifestare 
ung certa avversione , dicendo scherzosamente che ^udU figurim noo gli piaoe- 
vano. 

Fine ad eU avanzata conserv6 Tentusiasmo pei grandi capolavori. Pereaem* 
pio, ricordava con emozione Tepoca della sua fresca eti, nella quale si abban- 
donava voluttuosamente alia lettura della Meccanica analicica di Lagrange 
come a quel la di un roraanro. Le sue svariate letture, il vigore col quale la sua 
mente sintetizzava ed inquadrava le cognizioni e la rara memoria con cui le man* 
tencva, rcndevano la sua conversazione pregevolissima a persooe dedite a disci* 
pline diverse e preziosa ai ricercatori (bench*egli a ricerche non si dedkasseX 
pei quadri general! che avea sempre in pronto intonati di giudiziosa crittca e cor* 
redati di ricca indicazione di fonti. E questa laboriositi intellettuale mantenne 
fmo airultimo, anche qaando nessuno stimolo esteriore poteva indurvelo; non 
rintento di cercare lustro in pubblicazioni, non quello di migliorare la sua posi* 
zione ufficiale o la stima pubblica ond^era circondato: «sempio che, dobUamo 
convenirne, & rarissimo. 

In questi ulttmi anni diceva a qualche suo iotimo che oramai si proponeva 
di andarsi ritirando dalio studio e di prowedere alia sua conservaziooe (isica. 
Ma era un proponimento di cui diflferl sempre Tattuazione; la sua salute sempre 
florida e il vigore intellettuale che conserv6 sempre glielo permettevano, ed egli 
non ismise mai di frugare cataloghi e di acquisur libri, confrontando, leggendo 
ci6 che pid gli destava ioteresse e scorrendo il resto con quel rapido sgoardo 
ch*& suRiciente a far distinguere le generality del contemito e Timporunza del* 
Topera a chi, come lui, k addestrato dalla lunga abitudine e pu6 incastrare i 
nuovi concetti sopra un solido e profondo sostrato. Perfino un*ora prima della 
sua fine subitanea, bench6 sofferente, sedette al uvolo e verg6 appunti. 
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Di lui non abbiamo cotnposizioni matematiche contenenti risultati originali, 
nh el lasda manoscritti, se si eccettuano i corsi scniastici di algebra superiore, 
di analisi infinitesimale e di stattca grafica continuamente riordiaati e ritoccati , 
e it corso di nuova geometria analitica del 1869, che fu litografato. Citer6, per 
l*importaiiaa storica, un suo articolo stampato nel 1846 nel giornale scientidco 
lettertrio ed artistico la Fake^ poich^ vi si descrive e vi si calcola il primo 
motore a vapore che fu costruito in Sicilia a quel tempo nella Fonderia Ore- 
tea ii Palenno sotto la direzione deiringegnere Carlo Giackery. Pure 
degno di menzione mi sembra un suo lungo articolo del 1S45 pubblicato nel 
g;ionule VOcehh col titolo : a Sdh operaiioni geodetiche e sulk loro applicaxtoni al 
SMoSo diUa Sicilia ». Ivi riassume la storia del Pal ta geodesia e ne espone i roetodi 
foBdamentali coo linguaggio intelligibile ai non mateniatici; propone che fossero 
applicati tlI*esatto rilevamento della Sicilia, pel quale deplora che nulla si fosse 
nui fatto di serao; detta alcune linee princtpali sulla disposizione che, secondo 
Ini, avrebbe dovuto darsi al lavoro, incitando inline il govemo a prendere in 
considenuione tale argomento. 

Iniine ricorder6 la sua nota c Sopra un caso partieolare della spinta del UrrO" 
futd » pubblicata negli Annali dei lavori pubblici in Sicilia nel i860 (*). II caso 
che vi si tratta k quello di un terrapieno interposto fra due muri di rivestimento 
vertical! e paralleli come, per esempio, fra i muri di risvolto di un ponte murale, 
e TAatore dil ana teoria analitica complcta di questa maniera partieolare di spin- 
ghnento delle terre. per la quale il prisma di massima spinta non ^, come di 
solito^ triaogolare. 

L*atttviti scientiHca dell* A I b e g g i a n i si sarebbe certamente esplicata ben 
anche coo Uvori matematici originali, se due circostanze non fossero intervenute 
a distomelo, do^ se nella prima metd della sua vita il caso ed altre neccssitinon 
lo avessero distratto da un*occupazione esclusivamente scientifica, per la quale egli 
era par tanto attagliato e proclive, e se le condizioni esteriori in Sicilia non fos- 
sero state allora si mal propizie agli studi. LMsolamento dal continente , in cui 
^ viveva, la scarsezza e la superficialiti^ dei cultori di scienze (isico-mateniatiche 
presso noi, avevano da lungo tempo preparato un ambiente freddo, indiflferente, 
scoraggiante a questi studi; diffettavano i buoni libri giungevano con ritardo; 
mancavano quasi del tutto i periodici scientiHci; le biblioteche pubbliche n*erano 
sprowiste; i privati che avessero desiderio di provvedersene, quand*anche forniti 
di coogrui mezzi di fortuna, n*erano impediti dalla diSicoIt^ di aver conoscenza 
delle ultiroe pubulicazioni; da noi mancanti i cataloghi, scarso il commercio li- 
brario, impacciatc il richiamo dei libri dal continente italiano e pid ancora dal- 
Testero per gPincag i che vi frapponeva il govemo borbonico intento con ogni 
sforzo ad isolate la Sicilia, pcrch^ spaventato da una parte dalle agitazioni libe- 

(*) Qpeito pcrkxiko nel i860 fb foodato e diretto dal pro£ Francesco Caldircra in Palermo. 
% % d^lonrti ^ dopo i priai Cisdeola at am ct aaau la pobblieaiione per mancanxa di aimi, qiund*essa tTrebbe 
focato risKir* gioY«toUMiaui coom sprooe eiralu cottara tecniea per griagegneri siciliani. 
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rati e dairaltra dalle mioacce rivoluzionarie dei sidliani implacalnli contro la 
fedifraga dintstia. In queste condizioni era naturale che tutd g'i studt Iaagiii»- 
sero o procedessero stentatatnente, e massime i sdentifici, nei qnaliil lavoroiso- 
lato noo frutta. I soli libri esteri che, superando le difficolfi. giungesseio a noi, 
erano i fraacesi e pochissitno gl'iDglcsi. La letteratura scienttfica tedesca assola* 
tamente si scoaosceva; per6 attraverso la francese giungeva nataralmeote lino a 
noi Teco della fama di essa, che iuduceva la convinzione deirestreiiia impor* 
tanza di seguirne lo sviluppo coDtemporaneo fioreotissimo. 

Ora ^ facile iotendere come qucsu conoscenza di mondi esterni rifttlgiend , 
ma per molte rigioni vieti, distogliessero lo spirito degli studioti dalla ricerca 
indi vidua le. Quesu implica la necessity che deirargomento predtletto e ioelto 
per Pindagioe si possa sapere subito tutta la storia e conoscere Tultima parola 
dettane da! la scicnza uaiversale ; diversamente il lavoro individoale diventa co- 
scientemente frustraneo e TiDSpirazione ne resta ucdsa. 

In tale ambiente pass6 Giuseppe Albeggiani il meglio della sua 
vita. Alcuni suoi colleghi poterono saiggirne, respirarono sotto cieli pid bcotgni, 
seminarono in terreni feraci, hauno prodotto ed hanno illustrato la patria. A lai 
questa sorte non tocc6. Quando in eta matura vide intomo a si riscbiarato Po* 
rizzonte, rimossi gPimpedimenti c messi a suo agio una suppclIcCtile scientifica 
di pi£i in piii larga, era natura'e che il suo ingegno non si rivolgesse piii all'ia- 
dagine. L*attitudine alia ricerca, come tutte le attivita deilo spirito, t govemata 
dalle Icggi delTabitudinc, e questa si acquista nella gioventd, quando raoimo 
fresco ed cntusiasta protende per ogni dove le sue antenne e procede pronto e 
spontanco alia scelta dei modi che meglio se gli confanno, per conoscere e pot- 
sedere il mondo csteiiore; e questi modi poi divcntmo un abito e quasi una se* 
conda natura. Quando pure gli fosse sorto il proponimento di scriveie, egli ne 
sarebbe stato certamente distolto dil pensiero che alfetA sua ed alia sua condi* 
zione non si conveniva piii di correre Talea inseparabile da qualunque tirocinio, 
e non le si addiceva di prender la penna, che per produzione di grande impor* 
tanza. 

Ad un*altra produzione doveva egli mirare invecc, e ben pid importante, 
perch6 riguardava Tavvenire, Un altro scopo dovea prefiggersi, come se lo pre- 
fissiro quanti come lui sortirono a tezza d*intellctto, e con lui dalle prime angu- 
stie passarono a respirare le fecoude aure della liberty, essendo ancora in eti 
forte c spcranzosa. Questo scopo era di creare il nuovo ambiente, diportareTi* 
struzionc pubblic.i al livello dei tempi c di accumulare un materiale sdentifico 
che potesse riuscir proficuo alle generazioni successive e pid fortunate. 

Tutto a quest*uopo era allora da farsi. Non bastava instituire le cattedre, 
bisognava formare i maestri ; non si trattava aocora di aprire la scuola , biso- 
gnava costruirla. Per comprenderc quanta fosse nel i860 la necessity di molti- 
plicare le niaterie, basta ricordare che allora in una sola cattedra di roatematica 
sublime si riunivano I'algebra superiore, la geometria analitica e Tanalifi infini* 
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tesiroale; che quella di matematichc miste teneva luogo della meccanica razio- 
nale, della teoria delle niacchine, del!*idrautica, della geodesia; che il professore 
d*archxtettura iDsegnava pure la geonietria descrittiva, la stereotomia e la topo* 
grafia. Quanta superddaliU doveva ioformare quci corsi, benchc fossero dettati 
da valeotuomini; e quando si tratt6 di scinderli, che difHcoIti non dovettero su- 
perarsi per costituire il personate insegntnte I 

Questo il piti delle volte, per mancanza di meglio, doveva togliersi dai gio- 
vani che ptd promettessero per ingegno ed atcitudine, bench& immaturi ; e biso- 
gnava saperli discernere, consigliare, indirizzare. Ecco dunque in quel momento 
una persona ricca di cu-tura varia e rivestita d*autoritii diventare preziosa^ e 
Giaseppe Albeggiani, che queste qualita riuniva, doversi sentire chiamato 
a dedicare tutta Tattiviti propria ad una missione impersonale ed inestimabile* 
DI qoesta missione egli fu altamente compreso. Nella ricostruzione della facolU 
fisico-matematica di Palermo egli fu tra i principali cooperatori e la fondazlone 
della Scuola d'appUcazione per gPingegneri h opera di iui e di un illustre nostro 
concittadino ed insigne scienziato, allora preside e rettore della nostra Univec* 
sit^ e che oggl insegna in quella di Roma, Stanislao Cannizzaro. Ma 
per qaanto riguardava Ic cattedre di matematiche c delle loro applicazioni , era 
naturale che la parte principale fosse riserbata alia competenza di Iui. 

Q.aest*opera rest6 poi sempre la sua cura prediletta, e coprendo gli uffic! di 
rettore e di preside non si lasci6 mai sfuggire occasione. di ritoccarla e per£ezio* 
narla. Ultimamente nel 1885, dopo reiterate insistenze della facolt^ di scieoze, 
dovute principalmente alia sua operosit4 , TUniversitii di Palermo ottenne che 
fosse compleuto il quadro degl'inscgnamenti, instituendosi le cattedre' del secondo 
blennio di matematiche pure , e che quindi fosse possibile di conferire il dotto* 
rate. Era da aspettarsi che allora egli avesse tenuto per s& qualcuno di quest*in* 
segnamenti e specialmente delPanalisi superiore o della meccanica celeste, per la 
quale nella sua gioventu avea sentito una predUezione. Ma nol voile , e prefer! 
che tutti gPincarichi fossero affidati a giovani. lo non credo che a ci6 si fosse 
deliberato per istanchezza, ma piuttosto che abbia voluto aprire una palestra ai 
suoi allievi e pregustare*lo spettacolo di un incipiente avvenire, alia cui prepara- 
u'one avea tanto contribuito. 

Cos\ al termine della sua vita egli pot6 vedere raggiunta la ra^ta di questa 

<aa missione; e ci6 gli sara titolo bastante perch6 il suo nome passi nella sto« 

tia della coltura in Sicilia con gli onori che spettano ai fondatori di scuola. Tali 

Onori gli renderanno giA quegrillustri suoi colleghi, che in quest*opcra di crea* 

^ione gli furono affettuosi compagni e strenui cooperatori. 

Questa funzione dell'A Ibeggi ani fu dunque una nccessitii storica, una 

^i quelle funzioni che in un dato tempo e luogo qualcuno dev^eSser certo chia* 

Tnato ad esercitare. Perch6 egli tanto vi si segnal5? Le ragioni non possiamo 

^rovarle solo nelle quality del dotto, ma bisogna cercarle anche in quelle del* 

l*uomo. 
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Sereno, piacente, aweJuto, ugice, pieno di saggeua, geoiiluomo oel Caodo 
ieU'tmm*, ra una tli quegli uamini chc proccdona tnQqail'ameate verso ua 
fine, del qua'c hinao tin concetto chiariisimo, Se incoairino U foIU semia, doq 
li meitoao a inenar di )pa1le, im Jspciiano ctie si diradi , pient di ritpciio p«r 
it Stessi e per g!i aliri e liduciosi di dovere alia Cm line tiuscire. Ma di fronie 
a questi tipi ipesio le I'tla ii allargjino piCi ricilmenie ehe per la violeiua, per- 
cbfc gli uomiai reiUDO conquiitaii da. la loro belleua morale, ed essi procedono 
tempre e nggiungoao quielaniente !a loro mila. 

L'elaiticiU delU tua indole, il suo Ulto, la lui lemperaiua lo rendevano 
adatlitsimo a tener gli uomini iosieme e dirigerii a un fine comune, miiigaado 
i focosi, aaimando gli scriraggiati, « aelle siiuatiani scabrotf uovjado da lug- 
gerire sempre it piCi opporiuno e s^ggio partilj, Uo<niai diversi per iadole o per 
prf^oimenti o per iiianiera dl prender le cose, iopra un solo puoto I'accordx- 
vaao Kmpre : la defereua cbe iiispirii>'a la sua persoaa. 

Ma una delle >]ualiLi che pid amtniravjtna in lui en la modeslia, Mai on 
atteggiameato che rniraise a ritchiarare il suo valore; mai un'indusiria per inei- 
tere avantj la sua persona, dal chc ami deter minau me nee rifaggiva. Egli fu uoo 
di quel rarisMmi eletti , che il guiJerJoae deg i siudi sanno cercarc negU ttudi 
SKssi, e nOQ nel p!auso deg i uomini speSkO intido e sempre vano. 

Le qua ita dcU'uoino dovevaoo naturalmente rifletiersi sul 'inSegnanie e tuU 
I'ediioiOTe, Mi coroinuove il ricordare che di un suo valeale allievo e poi rag- 
guirdevole collega I'udii feiteggiare col tito o di kcodJo padre, il padre detla 
TDcnte. E patenu era invcro la sua condoita verso gi atlievi, dei quali teguiva 
aiiiorOMTnenie la riusdta, non solo nelle materie insegnate da lui, ma m tuKO 
il corso degli stuJi, e poi di suguito, bench6 moiti si allonunassero, e passas- 
sero anni, rivedendoli, rammentavi di tutti le fisonomie, i iiotiti, il valore, e *'in- 
fortnava dclla loro carriera e si compiaceva cordialmente dei loro success], Coi 
pid intiitii e con quelli da lui iiesso avviati atrinsegnamento era coicaDtenieaie 
ailetcuoso, curaaie del loro perreiiauamenio , prodigo di coatigli e suggcrimeati 
pregiatissimi. 

Quanti abbiamo avulo la Ibnuna di udirlo a parlire dalla catcedra ricordererao 
sempre con emoaione la sua Tigura singolarmenie vcnerandi, aweDCate sempre an- 
che quando da qualche anno vi il erano impresse le prime tracce del depeiimealo 
fisico , recjrsi iromancabilmenie nciraula dellc sue leuoni e durare per uo'ora e 
iiieu4 uo'esposiiioDC chjjra, concisi, fluente, in fomu eleita, femiandosi di qiiando 
in quando per rivolgere qualche benevola e laceia parola, ora ad uqo^ ora ad an 
altro degli scolati, quasi i lenire la suncheua che la severity delta maieria avetse 
indotto nelle loro giovani tncnii. 

Accoisc con emi:siasmo I'idea della fondaiione del Grcoto tnatematico , che 
dovea naiuralmenle appjrirgli conie un comptenieiito dell'ideale untanimente scien* 
tifico che lo avevj guiJaio per lutia la vita, siccht fin dj principio, coprcndo I'ufEcio 
di presidente, coadiuv6 efHcaceniente I'operj .^rdita del fondaioce e l'agevol6 col la* 
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"^foro e col consiglio. Malgrado la sua consueta riserbatezza rudimmo vantarsi di 
aver enunciato per primo Pidea che la viu delU nostra Society aoa pdteva assicu* 
Tirsiy che con la fondazione di un periodico; e questa & ora un fiitto del quale al>- 
\hmo ragiooe di esser content!. 

Ad aggiangere un ultimo tocco al ricordo delle quality che adornavano I'animo 
<S lai, richiamerb alia vostra memoria che due anni or sono, ricorrendo la rinnova- 
xiooe delle cariche sociaii del Circolo , con sentimento squisito di delicatezza e di 
modesda voleva risolut-imente ritrarsi d«iru(Iicio di presidente, quasi a prevenire che 
la sua attivitii verso il Circolo, contesaci da altre sue cure, potesse parere men che 
soffldente, o che gli si notasse I'intendimento di volersi adagiare in una superioritii 
ch'egli non sapeva attribuirsi. E noi abbiam dovuto riconfermarlo per acclamazione 
con voto spontaneo ed unanime, dettito dalla convinzione e dal cuore ; perocch6 a 
noi la sua persona pareva singolirmente fatta a rappresentare la nostra istituzione e 
a simbdeggiare Paltezza dell'ideale a cui aspiriarao. 

La nostra riunione ha per mira di fondare sulla comunanza degli studi quella 
dei sentimentif ch'i la bise dell'amicizia , scrgente di fedi ed indtamenti seropre 
Duovi. E dfiittit betichi I'af&ticarsi intorno alle scienze sia opera essenzialmente in- 
tdlettiiale, ptire il sentimento vi ha parte necessaria, e Taffetto v'irradia la sua luce 
beoeiica* Ora di quest'armonia della mente e del cuore egU ci ^ stato maestro col* 
fcscropio ddla sua vita, che ne fu mirabilniente informata. Dalla contemplazione del 
SQO ako intdletto e della sua bell'anima abbiamo imparato a credere che gran parte 
ddl'attrattiva che ofiirono gli studi deriva dall'affetto; e infatti le messi che sivanno 
ficcoglieodo nel campo del vero sono graodemente abbellite dal piacere di parted- 
pame coi carl amici, che oggi si chi imano maestri, domani allievi; dalla reminiscenza 
di averle ricevute dii primi o dal desiJerio di comunicarle ai secondi. 

Oggi la sua persona inspiratrice s'h dileguata. Ma il suo ricordo continui l*o- 
pera. lo vivo si:uro che questo desiderio d'insegnamento routuo e d'afiratellamento 
laborioso non verri mai meno dagli animi nostri, poich6 cogli occhi di unaremini* 
scenaa indelebile, quanto dolorosa, ci parr^ sempre di vedere a sorriderci dal seggio 
della presidenza la simpatica e veneranda figura di Giuseppe Albeggianl 

CERTO: Andrea Cantone. 

Ibmoritf e CSomanioasioni. 

FIERI : Sutti trasfomuK^ofU bira:^onali dello spaip'o itierenti a un compUsso Un$ar$ 
spedak. 



ADUNANZA DEL 25 DICEMBRE 1892. (Presidenza F. Cal dar era), 
Allairi intemi. 



ADUNANZA DELL'S GENNAJO 1893. (Presidenza G. B. Guccia). 
GorriqpoDdensa. — II Presioente comunica alia Societii un telegramma di 
iograziaroento del sig. C h. H e r m i t e, in risposta agli augurl espressi dal Qrcolo 
nilustre matematico francesc , in occasione del suo 70° anniversario. — II sodo 
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sig. Camillo Jordan, con lettera del 25 dicembre 1892, riDgrazu il Circolo per 
U sua noniina a delegato del la Societi per la cerimonia scientidca del 24 dicem- 
bre 1892 in onore del sig. C h. Hermit e.— Con lettere in dau di dicembre 1892, 
isignori Giovanni Monroy di Formosa e Raffaello Spina Cimino 
si dimettono da soci del Qrcolo. 

Ammissione di nuovi soci.— Dietro votazioni a schede segrete, i signori: 
Dr. Cesare Garibaldi (Genovj) , proposto nella precedente adunanza dai sod 
Loria e Piuma; Dr. Carlo B i g i 1 v i (Firenze), proposto neUa precedente aduoaoza 
dai soci Voltcrra e Gucci.:; Dr. G i n o F a n (Torino), proposto nella pre- 
cedente ad.inanza dai soci d'Ovidio e Segre; sono eletti soci mm residenii, 

Memorie e Gomunicasiooi. 

JORDAN : Adresse prisenlity au nom du CercU Maibitnatiqtu de PMkrmt, d foe- 
casion du yo^nc annwersaire de M. Ch, Hermite, 

BELTRAMI: £ fir ICO Betti. 



ADUNANZA DEL 22 GENNAJO 1893. (Prcsidenza F. Caldare ra). 

CSorrispondeoza. II dott. Cesare Garibaldi (Gcnova) ringrazia per la 
sua ammissione a socio del Circolo. 

Ammiasione di noovi soci. — Dietro votazione a scrutinio segreto il 
sig. Francesco Agnello (Palermo) , proposto nella precedente adunanaa dai 
50ci Gaccia e Gerbaldi, k eletto socio residente. 

Memorie e Gomunicazioni. 

D'OVIDIO : Applicaiione di un teorema suUe forme algebricbe atte bimnie di 
qtdnio ordine. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 31 GENNAJO 1893, a' sensi dell'art 23 
dello Statuto (Presidenzi F. C a I d a r c r a). 

Gorrispondenza. — I sienor? Francesco Agnello (Palermo) e dottore 
Gino Fa no (Torino) ringraziano per la loro nmmissione a soci del Circolo. 

Aflbri intemi. — Esposizione cd .ipprovatione del Conto consuntivo dell'eser* 
dzio 1892 c del Bilancio di previsione per I'esercizi) 1893. — ^° omaggio alia me- 
moria del cr>mpianto presidcnte, il Circolo, su proposta del vice-presidcnte pro£ P/ Gai- 
dar era, delibera che la elezione del nuovo presidente della Societii sia rinundata 
alia I* d'omenica di gennijo 1S94, nella quale adunanra dovrd procedersi » t' sensi 
delPart. 15 dello Statuto, aIl'eIe?ione dcll'intoro UfHcio di Presideoza pel bieo- 
nio 1894-95. 

Memorie e Gomunicazioni. 

BERZOLARI : Sui comhinanli dei sisUmi lineari di quinticbe binarii. 



DUE PROPOSIZIONI 

*^^JLATIVE ALLE INVOLUZIONI DI SPECIE QUALUNQUE, 
DOTATE DI SINGOLARITA ORDINARIE; 
Nota di 6. B. U i a, in Palermo. 



AAwftnta del is narso 1S9}. 



I. Nella geometria suUa retta, unaserie oo^ di gruppi di n(^k) 
PliQti, tale che i punti presi ad arbitrio suUa retta individuano uno, 
td un solo, gruppo della serie, dicesi , come h noto, involu:(iont di 
f^ado % t sf^U k (*) e si deaota col simbolo I^„ (**)• In particolare : 



(*) A rettiiicare alcune erronee iodicazioni contenute in vart lavori sulle 
iavoliuioni generali, stiino conveniente far conoscere, che I'estensione a1 caso di 
k quaJunque del concetto d'involuzione di grado n e specie k=s i (d e J o n- 
quiires, i8s9) i dovuu al Battaglini (1864-1866), insieine alia denonii- 
naztone dal medesimo proposta di « involuzione (^)-pla di grado n ». Veggansi ' 
a Ul uopo le segueoti memorie deirillustre professore delPUDiversitii di Napoli: 
SmIU fwrmg hinarie eubiebt , n° 4 (Rend. Ace. Napoli , giugno 1864); Sulle forme 
hmark hiquadroHcbe in inuolu:(ione, n° 3 (Ibid., ottobrc 1864); Sulle forme hinarie 
S grado quaJumque, n^ 5 (Atti Ace. Napoli, vol. Ill, 1867 : presentata nella tor- 
natt del 3 novembre 1866). 

(••) E m i I W e y r, Ueber InvoluUonen n-ten Grades and k-ter Stufe (Sitzb. der 
K. Akad. der Wissensch. zu Wien, Bd. LXXIX, II. Abth., April-Heft., Jahrg. 1879). 
La teoria delle iovoluzioni generali e sue app!ic<i7.ioni alle curve algebriche e 
debitrice al sig. Weyr di altre importanti riccrche, pubblicate in memorie po- 
steriori. 

Jtm^ Cbrc. Makm.^ t. VII, parte i\— Stampato il 29 marzo 1893. ' 7 
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per £ = ff, rinvoluzione di grado e specie ft, II , comprende tutti i 
gruppi di n punti che possono essere assegnati sulla retta; e^ per 
it=o, rinvoluzione di grado n e specie zero, /^^ icostituita da un 
gruppo unico di n punti. 

a) UnMnvoluzione di grado n e specie it, /^, ^ deteraiiniuda 
k + 1 gruppi di n punti che non appartengano ad una medesima 
involuzione di specie < k. Assumendo ad arbitrio » in /|| , due si- 
stemi di i e k — i + i (i = i, 2, ... k) gruppi diversi fra lore, 
i quali determinano rispetti vamente due involuzioni /Jf' c /JJ^, ogni 
gruppo di /J pu6 essere ottenuto come gruppo deirinvoluzione di 
I* specie individuata da due gruppi presi risp. in I^^ c /J^. Etc, 

Algebricamente, indicando con 

U^ = o, t7,=o,... 17^ = 

le equazioni di % + i gruppi di n punti , lineamicnte inJipendend, 
rinvoluzione di grado n e specie k da essi individuata ha per equa- 
zione : 

dove \y \y ... Xj sono parametri arbitrari. 

b) Due involuzioni della stessa specie k si dicono pro/eitive 
quando i gruppi dell'una corrispondono ai gruppi deU'altra, ciascuno 
a ciascuno, in modo che, per /= 1,2, ...k, ai gruppi della priou for- 
manni un'involuzione di specie k — / corrispondano gruppi della se- 
conda formanti unMnvoluzione di specie k — /. Ledue involuzioni mi- 
nori corrispondenti saranno evidentemente projettive. Due involuzioni 
projettive ad una terza sono projettive fra loro. 

Sia col principio di corrispondenza , sia ancora eliminando le 
X dalle k + I equazioni : 

Jnf = \U,j+\U,.+ ... +X,[/,,. = o, 

(/ = I, 2, . . . t + I) 

m 

si trova che k -{- i involuzioni projettive di specie k e dei gradi 
^%9 ^tf^^kfn ^^^^ ^^ ^"^ medesima retta, ammettono '»,+»,+...+W||, 
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pnUi comuni (ciascuno dei quali, cio6, appartiene a itr + i gi'uppi cor- 
rispoodenti delle involuzioni medesime). 

c) v(^ k) punti P, , P, , ... P^ della retta determinano, in una 

^, uo'involuzione di grado n — v e specie k — v, /Jr?, ciascun 

gnippo della quale , preso insieme ai punti fissi P, , P, , ... P^ , 

costitoisce un gnippo di /||. A questa involuzione 1^1^ il Weyr 

(loco citato, n^ 3) ha dato il nome di involtp^iane aggiunta al gruppo 

d) Se r punti di un gruppo di l\ coincidono in uno, P, que- 
sto si diii punto (ryplo deirinv0lu:f^ione I^^. Per r ^k ogni punto , 
P, della retta pu6 essere considerato come punto (ryplo dell'invo- 
luzione/||: I'involuzione aggiunta al punto P, contato r volte, sari 
del grado n — re della specie k — r. Poichi al gruppo generico di 
una iJI possono imporsi k condizioni lineari, ne segue che, indicando 
con c^i a^, ... a^ dei nunieri interi e positivi, tali che 

«, + ^« + • • • + ^* = *» * + * =s= n, 

un'involuzione di grado n e specie k possiede : un numero finito di 
P^Ppi^ in ciascuno dei quali vi e un punlo (/i, + iyplo , un punto 
(^a + lypio^ ... un punto (a^ + lyplo; in particolare (i& =: i) : uii nfi- 
v^vo finito di punti (k+iypli. 

i) Suppongasi che h+v gruppi di una I^ (o;^i&^Jb), linear- 

>ncnte indipendenti, i quali individuano (a) un 'involuzione I^, siano 

^ che ciascuno di essi ha r (^ n — h) punti riuniti in un dato 

punto della retta. In tal caso il gruppo generico di /* avri r 

^ suoi punti riuniti in O, sari cioi costituito dal punto fisso 

^^tito r volte e da un gruppo mobile di « — r punti. Definiremo 

V^tgi singolariti ordinaria di I^ dicendo che I'involuzione data, di 

&^io n e specie k^ contiene un'involuzione di grado n e specie h 

v^^h^^k) dotata d'un punto base (ryplo in O (r;^n — b). Segue 

^^ questa definizione che: per tutti i valori successivi di 1 da i a 

' — b' — I vi sari una, ed una sola , deile if,"*' contenute in /i"**', 

'^ quale avri un punto base (i)-plo in (quella individuata dal 

punto 0* contato 1 volte), e per tutt'i valori successivi di 1 da k — h 

* i vi sari una, ed una sola, delle P^ contenute in /J"^', la quale 
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avri ua punto base (r + h + i — *)-i;)lo m (quella determintta 
dal punto O contato r + h + i — k voUe). 

Ma si pu6 supporre in particolare, che una ddle invGlosfoni 
I^\ contenute in /^, abbia in un puoto base di sidiipikiti 
r^'^ r + I; che una delle /^* coateaute in /J"', abbia in O ua 
punto base di nu>ltiplicit4 f « > r, + ' > ^ cosl di s€^uiu>« 

2. Lemm/i L — 5&im7, 5fiUa rettay 



7* / /* 

"* ■! > '■t » • • • *■ "I 



•«fl 



k + I involu[ioni pryetiive di specie k e del gradi «, , n, , ... n^^^ 
Siano inoltre, per iutlU valori successivi di $ da i a i^ 






Hi-i 



^ + I ifwolu:(ioni minor i corrispandenti, di specie k — i, contenute rispet-* 
tivamente nelle involu:(ioni di specie k — i + i : 



7*-H-l 7*-H-l 7*-H-l 

*«i » "*»a > • • • fi*H • 



Indkando con 



^r> Pi./» P»./» 



• • • 



Pi./ o-»«. «. ••' * + «) 



dei nutneri inttri ^o /a&' che 



P../ -= Pm 



P*./ 



• « . • 



/a d^' (^ + i)! numeri che si ottengon$ siomnuuid§ 
fra loro k ekmenti delta matrice 



(0 



Pi, I 1 P«,i 5 
Pi.i > Pi,« » 



P*.« 
P*^ 



Pi,M-i > Pi,Hi > 



PMfi 



mm PRoFosmoKi rblativb alls involuzioki, etc. $$ 
iffmtmmH ad oris^^oniaU e i;enicali diverse; se un punto ddla retia i 
punto base (r^plo delVinvolu^ione /ly, 

Jimx.fra gli if, + «» + ... + ffj^i., ptmti comuni alle * + i m- 
nvb^JMif pnjenwt di speck k, /«, , /«, , ... li^^ , ve ne saranno 

J^ = ^ + ^ + ... + i-Hi + «*f 

I fMK eomddano nel punto O (*). 

hficando con 

aBa,jr, 4* a^^a^^ Tequazione del punto O; 

^flkf > ^i,/ polinomi omogenei completi in x, , x, > rispettivamente 
Jei gradi #f, — r^, n^ — (r^ + p^^) (i =1,2,... *>, 

^0, \, . .. 5^* paramctri arbitrari; 
si fcde fiicilmente che le i+i involuzioni projettive ^ specie ik: 

(2) ij^ - flf/(X, t;^^ + \ flcP,./ £7.^^ + ... +X,«P*./i;^,) = o, 

y == 1. 2, . • . * + 1) 

— le quali contengono* le Jb + i involuzioni minori corrispondenti di 
specie k — i: 

1^ s it't^i.i(k, 17,,. + V« «'^''^ ^^../ + . . . + V*'/ f^O = o 

[dofcper breviti s'e posto s^j = p^y — p,^^ (/ = 1 + i, 1 + 2, , , . *)] 
--soddisfano alle ipotesi dell'enunciato. 



(*) Come inostrer6 in altri successivi lavori, molte question! relative a 
corve e superficie algebriche dotate di singolarit^ ordinarie si possono spedita- 
nieate risolvere merc^ Tuso opportune del Lemma sopra enunciato , specie nei 
casidiikssaeifc = 3. Faccio jntanto notare fm da ora, cbe il caso particolare 
^«i ^ stato gii abilmente adoperato dal Cremona (1862) in varie e impor- 
Und sue ricerche geometriche, fra le quali h degna di menzione particolare Tin- 
Segoosa dimostrazione del teorema che stabilisce, nel piano, il modo di compor* 
^ della curva Hessiana in un punto doppio e in una cuspide della curva fon* 
dttnentale. 
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Se ora elimiaiamo Ic X dalle k + i equazioni (2) si ha , po- 
nendo per sempliciti r, -f r, + . . . + r^^, = (7, 



t^c. a'''.* l^M . . . «-^*.* l^M 



^cH. «^»'*+« ^i.^fi • • • «^*^**« t7»,^., 



= 0, 



equaztone del grado «, + «,+ ... + «j^., in ;c, , jc, , chc fornisce 
(n** I, i) i pww// comimi alle fe + i invoIu2ioni projettive /ly* Evi- 
dentemente il primo membro di questa equaztone k divlsibile per 
a^** , dove S| indica il pii piccolo dei (* + i)! numeri che si ot- 
tengono sommando fra loro , in tutti i modi possibili , k elementi 
della matrice (i), due qualunque dei quali non appartengano alia 
medesinu orizzontale o verticale. Se ne conclude dunque , che 
Jfj = r, + f, + ... + f^., + «4 punti comuni alle * + i involu- 
zioni projettive /i, , /*, , ... /J^^, coincidono nel punto 0. c. d. d. 

3. Lemma II. — Sia /J, un*invoIu^ione di grado n e specie i ««). 
Per tuU'i valori di i da i a /, sia V^ nn'involu^ione di grado n e specie 
t — I contenuta nelVinvolu:(ione V^*^\ Indicando con <x,, <x, , .. • <x, dei 
numeri interi e posiiiviy tali che 



^ ^i < ^^a < <^, < . . . < <^, 



If: 



se un punto della retta h punto base (^iyplo delVinvoln^^ione minore 
/J,"^, questa singolarita ordinaria diminuisce, in generate^ di 



tmml 



L, = ^ (I. — 



/(/+i) 



I"* I 



uuita il numero (/ + i)(n — /) dei punti (/ + i)-/^^' dclVinvolu^ione 7^. 
In virtJi di noti teoremi^ i gruppi di centri armonici di grado 
n — / (/ =: I, 2, . . . /) dei gruppi di V^ rispetto al punto O, preso 
come polo, costituiscono un'involuzione di grado n — / e sp^'cie /, 
/j^, projettiva ad /'„. L'involuzione J[_i i tale che, per tutti i 
valori di 1 da 1 a /, Tinvoluzione minore /^, corrispondente ad 
V^, possiede un punto base (<x,)-plo in O. 
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Si hanno cosi /-Hi involuzioni projettive di specie /: 

i ctti punti comuni sono evidenteinente i punti (/ + i)-pli di 1\. 
Applicando ad esse il Lemma I, per il che bisogna porre; 

^/ = <^ t Pi./ = ^i > P../ = ^'j » • • • Pi,/ = ^/ ' (/-ii 21. • • • <+0 
si ^rova 

Ne segue che il numero dei punti (/ + i)-pli di II , diversi 
da O, i 

Se Tinvoluzione /J, fe generaky egli 4 evidente che un punto 
qi^lunque della retta fari le veci del punto 0, e per esso sari 

m 

ff , ^ 1 , 9', = 2 , ... 9f sr /, 

Si Avrk quindi in tal caso (indicando con \' il numero ana- 
a A,) : 



lo 



do 



a;=0 + O(«-0; 

e il noto teorema : un'involu:(totie di grado n e specie t possiede 



C* ~«~ i)(« - /) punti (/ + !>/>// (♦). 



(•) Questo icorema , che il Weyr (1. c, n** 9, nota) aitribuisce al Lc 

* * ge [Mifnoin sur qtielques applications de la thiorie des formes algibriqtUs i la 

^^^^^Mrie (U^m. Acad. Belgique, t. XLII, 1879), p. 52] c che il Lerch [Bestim- 

^^^^^ der Aniahl tnerkwurdiger Gruppen einer allgemeinen Involution nter Ordmmg 

'^••i'di/fCSitzungsbcrichie der k. bohmischen Gesellschaft dcr Wisscnschaften, i88>, 

^^ S97-600), p. 600] attribuisce al Le Paige e al Weyr, fu dimostrato mo!ti 

^'^'^l prima dal Bat tag li ni , nelU terza delle meinoric sopra citatc , c dal 

^^ cm on a nei suoi Preliminari, etc., n® 75 (Bologna 1866-67). Invero esso 6 

^*^tenuto come caso particolare in uni proposizione generalissima dovuta al d« 
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Se ne conclude dunque che rabbassamento prodocto, nd nn- 
mero dei puntt (/ + i)-pli» dalla singolaridi defioita neU'enundato 
del Lemma i 

4. Diversamente : Assumiamo suUa retta, ad arbttrio, un altro 
punto, 0\ Per i = 1,2,.../ vi sar^ una, ed una sola, delle involudoiii 

Jonqui^res [cfr. le tre note inserite a pp. 423-42^ • 485-488, 52a-S36 del 
t. LXIII dei Comptes Rendus (sedute del 3, 17, 24 settembre 1866) e specialmente 
il Mimoin iwr \$i contacis muUipUs (Tardre quelconque its courbis dt degri r qm jnfi- 
sfoni A dts cotuUHous dontUes, avec tuu eourbe fix* du degri », etc. (Journal filr die 
reine und angewandte Mathematik, t. LXVI, 1866, pp. a89-32i)]. 11 teorena del 
de Jonqui&res, nelPipotesi particolare in cui il sistema di curve ivi oonsi- 
derato tia limar$, pu6 enunciarsi cos) : 

Vn sistema li$uari [C], 00' , di curve algibricbe pimu^ contiene: 



n'(M— / — I) 



+ n"'(Af— /- 0/»2(a) 

4.'lr' (M - » - i)p(p - i)s («) 



M Ar=n(fl+i)N + 



+ n(Af-/ — n"'(/>-o 2 (fl) 



+ (Af-/-/;+i) n*(/»-0 2 (a) 

^ +'if'r/»-02(fl) 



curve, ciascuna delle qnali locca, in h ptinti distinii t inJelerminati, e con coniaiti d^or* 
dim fl| , fl, , • . . fl^ (fl, -|- a, + ... + Aj^ = /). una ctirva fissa F, de! genere p, do^ 
tola di punii muUipli ordinari, ed incontrata in Af [^ 2 (a) -}~ ^1 ^im/i mobili da una 
curva qualunque del sistema. 

La formola (t)) suppone che due qualsiasi dei numeri a^ non siano eguali 
fra loro. Altrimenti : 

(A). Se q degVindici a, sono eguali fra loro , il nutnero N dei^essere diviso per 
I . a« 3 ... q. 
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di Specie / — i contenute neirinvoluzione data II , la quale avra un 
pimto base (0-f>lo in (y (quella individuata dal punto 0' contato 
i voltf)^ Indichiamola con r^. I gruppi di centri armonici di grado 
« — /(/=!, 2, . . . /) dei gruppi di /^ rispetto al polo (y gene- 
reranno un'involuzione /^ (0*), projettiva ad ![. L*involuzione 
L (OO * tale che : 

I* Tinvoluzione minore J^ (0') corrispondente ad I'^ avri 
UD panto base ((T^ — /)-plo in 0; 



a) Sapposto, Id particolare, che la linea F sia uaa retta qualunque del piino, 
indicando con n Tordine del sisteroa lineare [C] si ha: ^sao, Msan; eppcr6 (vjV. 

9) 



Ar=rn(a+i)'^'(«-/-0=Ai("j ')n(a + i). 



fonnola che di (A) il numero dei gruppi di un*invoIuzione generate di grado n 
e specie /, ciascuno dei qaali ha un punto (a, -f- i)*pIo, un punto (a, -f- i)-plo,... 
Dopaoto (a^-H i)-pIo. Quest'ultima formola fu ritrovata alcuni anni or sono(i88$) 
dalLerch (loco citato, p. 600), mediants \o sxtsso pnncipio di corrispondenxa 
gii adoperato dal de Jonqui6res (1866) per la dimostrazione delta formola 
genertie (t)). Ma il Lerch non tien conto della restrizione (A) enunciata dal 
de Jonqoi&res; talch^, quando vuol fare applicazione delta formola (0) al 
caso particolare i^ = /, d, = a, = ... = a , == i trova una formola che difierlsce 
per fi da qoella alia quale egli vuol pervenire e che attribuisce al Weyr (loco 
duto, n® 27). 

h) Posto in (0) b == 2 ed a, = /', onde a, =s / — /r, si ha (^ la formola 

ritrovata recentcmente dal sig. Max Genty [Sur hs involutions (Tespke quelcon" 
9<»(Bull. Soc. Math, de France, t. XX, 1892, pp. xo6-xia), n^ $], che di il nu- 
OKTo dei gruppi di una /^' generate che hanno un punto (jfl -}- i)-plo ed un punto 

('--<'+ i).pto. 

c) Finalmente, posto in (6) Ir = i, onde a^ = /, rltroviarao la formola che 
^ dato oiigine alia presente nota bibliografica : (/ -|- i)(ff — /); delU quale de- 
^ aoche menzionarc una dimostrazione del C a s t c I n u o v o [Studio delVinvo- 
^wii gineraJe sulle curve ra^ionali , mediante la loro curva normah dello spaiio a n 
^i^mioni (Atti I$t. Vencto, t. IV, serie VI, 1886), n*" 10] ed un'altra rccentis- 
^ del Genty (loco citato, n^ 3). Quella che trovasi inserita nelle mie Le* 
Xmi di Geomitria superiore (1889-90), e che il Genty cd altri credono ma appar« 
^ga, ^ del Weyr (loco ciuto, n^ 6-9), il cui nome h citato nelta prefazione 
di quel corso, litografato ad uso della mia scuola. 

Rmd, Ore. Makm,, t. VII, parte i*. — Sumpato il 29 marzo 1893. 8 
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i" llflvolazione minore /^ (0') corrJspondcnte ad V^ avri 
un punto base (0-plo in (Y. 

Se ora vogliamo conoscere il numero det ptmtt comuni aile 
/ 4* I involazioni projettive di specie /, 

^:. /L.(0'). ;l.(0') . . . . yL.(0') , 

oltre i panti ed 0^ [epper6 il numero A, dei punti (/ + i)-pli di V^ , 
divcrsi da 0] ci e mestieri calcolare, mediante il Lemma I, gli ab- 
bassameoci E^ ed E^ relativi ai punri O ed 0\ Pel primo, ponendo 
(1=1, 2, . . . /i ; = I, 2, ... ^ + i) : 

si ha: 



£,=,=i;,-'-(^iLj), 



e pel second, ponendo : 



> 



SI trova 



^1 *! ^ 



Si ha quindi, come sopra^ 






e conseguentemente : 



L, = a; — A, = 2]^i — 



^(^ + 



C. D. D. 



5. Esemfiio. — Suppongasi che uii'involuzione di grado n e specie 
I, /J,, contenga an'involuzione di grado n e specie A (</), /J, do- 
tata d'un punto base (r)-plo O (« — /; t^ r > / — j!p — r). Qual*4 
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ribbassamento Z.^ che la singolarit^ produce nel numero dei puoti 
(/+i>pli di /;? 

Si avri in questo caso (n° i , f ) : 

<y, = 1, ^, = 2, ... <y|^*_, = / — A— r 

<^i-* = ^, <y/-Hi = r + I . . . (7, = f + A; 

epper6 (Lemma II): 

i, = (A+i)(A + r-0. 
Per i := / — I si ha in particolare la formola : 

L, = /(f-i), 
e per & = o la formola gii nota (*) : 

le quail ambedue coincidono per /= i, come era da prevedersi. 

6. Siano 0, , O^ ^ ... 0^ s punti della retta, scelti arbitraria- 
mente. Sia !'„ un'involuzione di grado n e specie /, t^lp che : p^jr 
tutt*i valori successivi di / da i a /, una delle Vj^ contengte in 
/T^' abbia un punto base (<y/,,^)-plo in 0^ (w = i, 2, ... j), dgye 

I =^ ^i,m < ^a,m < • • • < ^'i.m > 
<^M + ^r.a + • • • + ^/.i ^ «• 

In queste ipotesi, indicando con 

^^^ fi, = « — (d, , + (J; , + . . . + er;^,) 

^^ tiiimero dei punti che costituiscono il gruppo generico mobile di 
«• , converremo di chiamare II: involu:;iont ordinaria di grado n e 
specie t, del tipo [«, , «, . ... «J. 

Indicando con L^"*^ I'abbassamento prodotto dalla singolarid 
^^dinaria O^ nel numero dei punti (/ + i)-pli di un'involuzione di 

(•) Castelnuovo, loco citato, n° lo. 
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specie /, e con A, il nomero dei punti (i + i)-pli di I^ divcrsi da 

^19 ^i> ••• ^si ^ ^i^ d^l Lemma 11 (esteso ad s pund della 
retta, dati ad arbitrio) si ha: 

A, = {< + i)(, - _ Ji;-) 



= (,+ 0(»-0-[|r.^-.^fi4Ji]. 



ossia (3) : 



Possiomo quindi enunciare, come coroUario del Lemma 11, la 
seguente proposizione : 

Teoreica. — Un'mvoluiione ordinaria di ^grado n e specie t, del 
tipo [n^, n^y ... IT J, doUOa di s punti singolari, possiede 

„ + „, + „,+ ... +„. + iOW:JKL=^ 

punti (/ + lypli. 

In parricolare , per 5 == 2 : Un^involuiione ordinaria di grado n 
e specie /, del tipo [«, , «, , ... nj. dotata di due punti singolari, pos- 
siede « + «, + «,+ ... + n, punti (t + i)pli. 

Per 5=1^ nj^^n-^l si ricade nel numero dei punti (/+ i)-pli 
deirinvoluzione generate di grado n e specie /, la quale pu6 essere 
in vero considerata come un'involuzione ordinaria di grado n e spe» 
cie t, del tipo [n — i, fi — 2, ... « — ^], con un punto singolare 
(un punto qualunque della retta). 



Palermo, marzo 1893. 



G. B. GucciA. 



SULL'APPLICAZIONE DELL A FUNZIONE ELLITTICA pu 
AULA TEORIA DEI POLIGONI DI PONCELET; 



Nota di 8. V i V a n t i , ii Pavia. 



AdoiMiiM del 12 m^xzQ 189). 



U £ noto che J a cob i ebbe pel primo I'idea di applicare le 
ioozioQi ellittiche alia teoria dei poligoni iscritti e circoscritti ad una 
cornea. Dopo di lui. Cay ley riprese, da'un puntodi vista analogo, 
lo studio di quella teoria; e, prima ancora che Weierstrass in- 
troducesse nella scienza la nuova funzione ellittLca pu^ fucondotto 
ad eq)ressioni difierenziali contenenti la radice quadrata d'un poli- 
nomio di 3° ordine, espressioni che egli consider6 come i difkren- 
dali di una speciale trascendente da lut designata con TI. Pii!i tardi 
Simon e Halphen (*) intrapresero Tapplicazione della funzione 
pv ai problem! di chiusura; ma il primo con speciale riguardo alia 
moldplicazione delle funzioni ellittiche, il secondo da un punto di 
^ista alquanto elevato ed in correlazione con altre teorie. Ci parve 



(*) S i tn o n, Gan^ablige Multiplication der elliptischen Functionen in Ferhindung 
mitiem ScbUissimgsprobhm (Crelle*s J., t. 81, p. 301-323); Halphen, TraiUdes 
fm6om dUpHqms, t, II, cap. 10. — Per la bibliografia completa delTargomento 
veggasi rimportante discorso del prof. L o r i a : / poligoni di Poncelet* (To- 
rino, 1889) come pure la sua Rassegna di alcuni scritli sui poligoni di Poncelet 
am. Math., t. UI» 1889, p. 67.74). 
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quindi non inutile mostrare come, facendo uso dtlla funzione pu 
e seguendo del resto in gran parte le tracce di C a y 1 e y (*), si giunga 
m mode semplicissimo ai risultati ottenuti da Jacobi, e come in 
modo aitrettanto sempiice possano trattarsi quei casi particolari a 
cui corrisponde una degenerazione delle funzioni ellittiche. 

Ci occorre pero mettere preventivamente sotto forma opportuna 
la formola d'addizione della funzione pu e quelle delle funzioni a 
cui essa si riduce nei casi di degenerazione. 

2. Nelle Formeln und Lehrsdl:(e di Schwar z (Art. 38, form. A, 5) 
troviamo la formola seguente : 

+ (<x — e^)<i,a"fi,b"a,c''<j,d" = o, 

dove X, (A, V e una permuuzione qualunque di i, 2, 3, le a, A, c^ d 
sono arbitrarie, e le a', b\ etc., sono legate a queste dalle seguenti 
relazioni : 

2a'=:a + b + c-\-d, la" = a + b + c — d^ 

2b' — a+ b ^ c'—d^ 2b'' = a + b — c + d, 

2c':=a — b + c — d^ 2c'^ =za — b + c + d, 

2d' = — a+b + c — d, 2d'' = a — b — c — d. 

Poniamo dapprima a:=i u, b ^=zv, c-=zu + v:=:iv, ^ = 0, iodi 
tf = «, b =zVj c:=: u — yzzzw^ J = 0; otteniamo nei due casi ri- 
spettivamente : 

a' = a" = a/, y = b'' = 0, c' = c'' = u, d' = - d'' = v; 
a' = a'' = u, b' = y' = v, c' — c" — w^ d' = d'' = o. 



(*) V. specialmente la sua Memoria : On the porism of the in-and-^ircum^cribed 
polygon (Philos. Trans., t. ijx, 1861, p. 225-239; Opere complete, r. IV, p. a99-3o8). 
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lo imbi i casi la formola diviene, ricordando che 9,0=9,0 = 



tf ,0 = I : 



. Ma si ha (Schwarz, op. cit.. Art. 21): 

ji=|/p„-,., ^=^/p«-^, ^=|/p«-.„ 

quindi la forinola ottenuta si riduce alia seguente : 

• (<a — «,) K(P« — «,) (pv - «,) (pw - «,) 
+ ('j — «.) l/(P« — «.) (P» — O (P«' — ^) 
+ («, — O K(P» — «,) (pv - <,) (pw - «j) = o, 

che c una relazione algebrica tra p«, py e p(« + ^)' Ponendo 
= $, pw = 71, pw = ^, si ha : 



3. Quando uno dei periodi diviene infinite, la pfi si riduce (tra- 

scurando certe costanti di cui non c'importa) ad — i—. Ora si ha : 

: ^ sen u 

cos (tt it v) =: cos n cos v ijl sen u sen v, 

qtfndi, po^o flit V = tt/ : 

(costi/ — cos// cost/y = sen* w sen*f, 

ossia: 

o = sen' // sen* v — cos' // cos* v + 2 cos n cos v cos w 

'-Cos*w = 2 cos .7 cos t' cos tt; -f- sen*u -f sen*v + scn'w; — 2» 
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Ponendo — |— = $, — r— = >), — ;— = C» la formola otte- 

sen » * sen*i; ' sen*u; 

nuta diviene : 

4. Infine quando atnHi i periodi sono infiniti pu si riduce ad -r- • 

Ora abbiamo, posto tv =^ u±v: 

(w — «)* ^ V*, 
•ssia : 

e quadrando e rtducendo : 

u^ + v^ + w^ — 2 M*z;* — 2 m'o;* — 2 t;*u;* = o. 

Posto — 5- = 5 > - »- = ^ , — i = ^> questa formola diviene : 



u V w 



(3) .r + ^+y-2(^- + -5-^ + ;^)=o. 

5. Data una conica ed un punto interno ad essa, & no^o die si 
pu6 trasformaria proiettivamente in una circonferenza in modo che a 
quel punto corrisponda il centro di questa. 

Se si ha un quadrangolo MNP Q iscritto nella conica, e se ^4 
i il vertice del triangolo diagonale che si trova neirinterno della 
conica stessa, trasformando questa in una circonferenza di raggio i 
per modo che al punto A corrisponda il centro A\ i punti M\ hF^ 
P\ Q' corrispondenti rispettivamente ad M, N, P, Q si troveranno 
alle estremiti di due diametri. Se quindi si prendono come assi coor- 
dinati le biscttrici degli angoli formati dai due diametri, le coordi- 
nate dei 4 punti M' , N' , P' , Q' saranno ± X\ ± Y\ essendo 
X'* + y" =: r. Applicando ora alia circonferenza la trasformazione 
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SUI MULTIPU DI UNA SERIE LINHARE DI GRUPPI DI PUNTI 
APPARTENENTE AD UNA CURVA ALGEBRICA; 
Nota di G. Castelnuovo, in Roma. 



AJuTUnze il«;l)*it, 3^ giugno 1^93. 



Sopra una curva algebrica C di dato ordine n dcllo spazio S^ 
(a r dimensioni) , le varieti F (jx r — i dimensioni) di ordine k 
s^no infiniti gruppi di kn punti, costituenti una serie lincure. Quale 
^ Ifi dimensione r^ delta serie? Ogni varieti V (st esist^) che passi 
per r^-i- I punti generici di C i costretla a contener tutta la curva, 
n^tre ci6 non accade st V h condotta soltanto per r^ punti di C. 
^^ questione precedente non ditFerisce dunque dall'altra : qiiantc con- 
»i{ioni una curva C impone ad una varicta V che dehha contencrla ? 
W secondo il tennine introdotto dal sig. Cay ley (*), quale e la 

P^^^la:(ione della curva C rispetto alle V}), Di questi vari enunciati 

'^ nil atterro al primo. 

Per i valori piii bassi di k il numcro richiesto r^ non dipendc 

^*^^nto dai numeri «, r, k e dal genere p di C; nia dipende pure 

I (*) ^^^ ^'^^ rational Transformation heturn two spares (Proceed ings of the 

^vlon Math. Society, vol. 3, 1870). 

Rend. Circ, Maletn , t. VII, pane i*.- Siampato il 27 luglio 1893. 12 
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determinano un fascio di coniche : 

(4) >t7-^ = o, 

i cui punti di base sono i 4 punti (it if, ±s); i parametri delle 
curve 17, F sono rispettivamente 00 e o. 

6. Se AX + BY^=:i i una retta qualunque, esistono nel fa- 
scio (4) due coniche: 

(5) iU-F=a-e,)x'+(^-e:)f-a-0=.o, 

•nU— Fss(-n — «,)**+ (»i — O/— ('i —«,) = <> 

ad essa tangenti. La tangente alia conica (j) nel punto (x, y) ha 
I'equazione : 

(5 - «.)*X + ($ - 0> r - (5 - «,) = O; 

perchi essa coincida coUa retta considerata, dcv'essere: 

J _ (g — <.)* g _ {\— Qy 

Di qui e dalla (j) si ottiene : 

e analogamente : 

^* B* r 



Rtsolvendo si ricava : 
f-s At _ (S — <■) (» — <■ ) <. - <'s fl. _ (S — ^. ) (>i — <.) g. — g, 

Se in luogo di una retta c^ualuncjuc si prende in particolarc la 
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Rttt tiX + pY=iif dove a* -f ^' = i> ossia la tangente al cerchio 
U Del puato («, ^X ^ ^i indica con C il parametro dell'altra conica 
dd hscio tangente a quella retta , si otterranno le espressioni di 
1^, ^' ponendo nelle (7) ^ = oo , i| = ^; si avr^ cio^ : 

(8) «» = J — -• -?---'' , r=r^ '* ^~ '' . 

Infine, se hi retta AX + BY =:i passa pel punto (a, ^), sarik 
il + £ ^ = I, ctoi : 



»-^,/ (^-0(»-0(^-0 

.-<.,/(r^)(»-0(C-0 ^_- 

Per deterxninare i segni consideriamo il caso limite ^=00, 
il^C. La fonnola si riduce a: 

•«, — «.;-',«, — <.; — «, 

dove «, := ± I, «, ^ ± I. Dev'essere quindi : 



<loode si ricava «,:=«,= — i. La formola precedente pu6 dunque 
scriversi cosi: 






dove s'intende che J//f denoti in generale + \^H e + i^' — H 
Mcondochi H h positive 6 negativo (*)• 

7. II confiroDto della (9) coUa (i) fa vedere che, se si pone 
(^})tt, m = pt/, si ha ^:=p(u±v). Chiamiamo argonunto d'una 



O Pu6 dimostrarsi che le quantitii sotto i radical! della (9) sono tutte 
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cooica lU ^ y ii valore di « per cui I = pii» e diciamo per bie- 
vitii argomcnto d'un punto della circonfereoza U quello della co- 
nica del iascio che tocca la taugente in quel punto alia cireoofe^ 
renza« Allora il risultato a cui siamo giunti .pu6 etranciarsi di* 
cendOy che : 

Se fi, V sono gli argomenli delk conicbe tangcnii ad una corda , 
fi -{- V td u — V sono qiulli degli estremi della corda sttssa, Od anche : 

J0 14, , tt^ s^no gU orgonunti di due fmnii della eirconferen^ U, 

_!Jl — L cd * — - sono qiulli delle conicbe iangenti alia congiungente 

2 2 

di quel due punH. 

8. Dalla prima delle (8) si ha, posto a r= sen f : 
r _ ^(^, — O sen> + c,(<, — #|) 

Quest*cspressione prende il valore masshm> e^ per f =o e per 
9 = w, ed il valore miniino e^ per 9 = — e per 9 = — . Posto 

2^:^pfi, i« prenderji sempre valori della forma <«> + <'^> dove v b 
reale (*), e noi potremo indifferentemente concepire iv come oscil- 
liQtA tra o ad ^\ cqpipure come crescente coatinuameote hi mciia 
da percorrere Tintervallo da o a 4(i>' mentre f percorre rinferaclr* 
coufereaza. Noi ci atterremo a questo secondo coucctto. £ chiaro 
allora che u prende valori congruenti soltanto in punti diametral* 
mente opposti. looltre, se fi,, fi, sono gli ai^jomenti di due punti 
della circonferenza, degli argomenti delle due coniche tangenti alia 

retti che congiunge quei due punii U primo -^ avri U £oaM 

II -^^ II 
^ 4- 1^ il secondo — ^ avril la forma iv. Le cooiche tangenti 

affe corde delta ctrconferenza V possono quindi dividers! in due/n- 



(^ ft note die J>(« + 'r) ^ realc soltanto quando una delTe u^ v h egoak 
•4 M Mnifperiodo o ad im periodo. 
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flj^fwHe diella prhna famiglia hanno argomenti dellia forma a)'f-fb, 
frIH dUia sfcwidiBi hanno argomenti puramenre iniaginari. 

)k Dope ciA consideriamo 3 puntt P, , P, , P, dclla circonfe*- 
MHft Ci^ • sieao u^^ u^, u^ i loro aigomehti. PercM la conica dtf In 
jltett EuMiglia ttngente a P, P^ cotnctda con quella tangente a P, P, , 

dcv*cssere — ^ ^ ^ , quindi o w, = w^ o tt, = «^ + 4fi«'. 

la ambi i casi P, coincide con P,. 

Se ^odi una delte coniche tangenti a P, P, coincide eon- iHia 
fi (peUe tangenli a P, P, ^ e P, i diverso da P, ^ ci6 non po^ avIAr 
* Ifl^O ^ Q'^'^ P^ ^ coniche della seconda famigiia. Si ha allohi- . 
iri i oi a do oon- w racgomento ilella conica : 

^(/^..i L t^^_i » 

2 ' 2 . 

Se la conica tocca pure le corde P^P^, ^4^$> ••• > ^•-.i^«> 

siha: 

2 2 . 2 ' 

e inGae perche essa tocchi anche la corda di chiusura P. P, , it* 
▼'esscre: 

2 

Ne segue ft u; ^ O; cioe Targomento della conica dev'essere 
reonesima parte d'un periodo. E poiche in questa condizione non 
figura tf,, si ha immediatamente il teorema di Poncelet, pu6asse- 
nni cioe che, se esiste un poligono di n lati iscritto nella ciroon'" 
fcreoza U 6 circoscritto alia conica considerata, ne esistono infiniti. 

10. Veniamo ora al primo caso di degenerazione , quello cioi 
in cui due punti di base M, N del fascio di coniche coinddono in 
QQo solo. Allora, se P e Q sono reali^ e se C ^ il polo della retta 
fQi trasfiHrmiamo la conica datanelli ctrcoiiferenza di raggio i per 
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modo che al punto A d'intersezione delle CM^ PQ corrisponda il 

centro A' della circonferenza. Per tale trasformazione i punti P', Q' 

si troveranno agli estremi di ud diametro, che prenderemo come 

asse Xy e il punto M' all 'estremi ti^ di un raggio normale a questo 

diametro.— Se invece P ^ Q sono imaginari coniugati, trasformando 

la conica in modo che ^ P Q corrisponda la retta airinfinito^ P^ t Q^ 

saranno i 2 punti ciclici; preso poi il raggio che va ad M' come 

ix I 

asse y^ ed applicando la trasformazione jc' = — , / = — , i punti 

ciclici si trasformeranno negli estremi del diametro posto sull'asse x. 
In anibi i casi adunque noi possiamo prendere come punti base del 
fascio il punto (o, i) contato due volte e i punti (i, o), ( — i, o). 
Come conica V assumeremo Tinsieme delle due rette che congiun- 
gono il primo di questi punti cogli altri due. La sua equazione h : 



F = jc» — (y-iy = o. 



Se la conica: 



(10) 51/- rs{l-i)x'+il+ i)/~2y-(5-i) = o 

k tangente alia retta AX -^ B F = i , dovri essere : 

A _ B _ I 

*(5-i) ~y(X + I) — I ~y+l-i ' 

doode si ricava, ponendo 1 = 5 — (B — i) : 
e quindi : 

La (lo) pu6 scriversi <osi : 



sull'applicazionb dblla fUnzionb ellittica pUf ETC. 71 
introducendovi i valori trovati si ottiene: 

° = ^ [rri + 5$'[B5-(B-,)] - d5»] 
= -^ [1^ + 5'K^ - 05 - (B - I)*]] . 

ossia : 

Se D & il parametro della seconda conica tangente aila retta 
considerata, si ha aoalogamente : • 

e risolvendo il ststema formato dalle due equazioai : 

A' 2(5-i)(n-i) B__JJL2L_ 
B—i ^ + yi—2iin' I + » — 25>J* 

qiUDdi : 

5 + 11 — a^u 

Aache in questo caso le a, ^ si ottengono dalle A^ B ponendo 
^ = 00 , T| ^ C; si ha cosi : 



_2yzE^]) 



p = 



e introducendo le espressioni trovate nella Act + B^^ i : 

Considerando ii caso limite ^ =00 , d = C, si vede che la ra- 
dice deve prendersi col segno pifi. Dopo cio la formola trovata pii6 
scriversi : 

iKgZiS^KZL) +■+ J. + -■_,= „. 



Ji^ 6. VIVillTi. 

II confronto coUa (2) mostra che ponendo : 

sen « sen*v 

si ha: 



sen* (u±v)' 



Omettiamo k considerazioni che possono dedursi da quest! ri- 
sultati, e che sono analoghe a quelle esposte nel caso generale. 

II. Finalmente quando tre dei punti M, N, P, Q, per esempio 
i tre primi, coincidono, possiamo trasformare la conica nella circon- 
ferenza in modo che alia retta MQ corrisponda un dUmetro M'Q' 
che prenderemo come asse y. Quale conica F assumeremo la coppia 
di rette costituita daHa M^Q^ e dalla tangente alia circonferenza (7 
nel punto M\ la sua equazione & : 

F~2x(j — l)z=0. 

Se la conica: 

(11) 5C^— ^s$jc*+ 5/— axy + 2x — 5 = o 

tocca la retta AX + BY =z i^ deve esscre : 

A _ B I 

^x—y+ i~ iy — x "^l — x* 

da cui, ponendo 4 = $* + -^5 + (5 — i) : 

..^ AV + (B-i)l _ BV+Al + (B-i) 

*— A f y— A 

c quindi : 

La (11) pu6 scriversi : 

^^x — y + + >(?> — ■^) — (5 — •^) = 0; 
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cssa diviene, in virtii delle espressioni trovate: 

ossia: 

(j^ + B + 1)5* + 2^5 + (B - I) = o. 

Analogamente , se t) e la seconda conica tangente alia stessa 
retta : 

(-g^ + 5 + i^ Y)* + zAm + (5 - i) = o. 

■ 

Moltiplicando le due equazioni per y)', ^* oppure per n, i, sot- 
traendo e dividendo per ^ — t), si ottiene nei due casi : 

Dalla prima si ha : 

dopo ci6 la seconda diviene : 

(B- i)(^^^ - 1) + (B + i)5ii =0. 



Se ne ricava: 



e quindi: 









Dalle Aj B si ottengono nel modo solito le a^ ^, doe: 

,_ 4C' o_ i-4^* 

*-i+42:v '^"*i + 42:" 

XhmI. Crt^. MaUm., t. VII, parte x\— Stampato i! 17 aprlle 1895. 10 



74 G, V 1 V A N T I. 

Infine tntroducendo le espressioni trovate nella Aol + B^ = i, 
si ha : 

i65»;(5 + i) + -40K5 -1)* - 4r-n'] 
ossia sviluppando^ riducendo e dividendo per — i^'^^K* : 

m 

Dal confronto ccrfla (3) risulta che , posto 5 = — r j ^ = -t" j 

si ha s ==s 7 — ,1. xt • 

Nel caso ora considerate non esistono poligoni di Poncelet. 



Pavia, 5 marxo 1893. 



G. ViVANTI. 



ff 



SUI DETERMINANT! DI FUNZIONI; 



Nota di Qabriele Torelli, in Palermo. 



AdonaoBa del %6 auatto 1893. 



La comunicazione del collega Guccia: Due proposii^ioni rela- 
^ die involuiiotii di specie qualunque dotate di singolarith ordinarie (•), 
m'ha dato occasione di notare alcune veriti relative a varii tipi di 
dcterminanti di funzioni, nei quali queste abbiano un fattor comune 
'"ultiplo a diversi gradi di multipliciti. 

Tali proposizioni si connettono con una nota del compianto 

P^'of. Casorati col medesimo titolo di questa (**)• Supposto 

^^^ il lettore abbia presente tale pubblicazione, enuiicier6 senza di- 

^ostrazione quelle formole che possono considerarsi cooflie immediili 

^viluppi di cose che gli sono gii note. 

Teorema I. — Siano t/, , . . . , I/, fun^jcni M idtrettante variabili 
^^^J>tndenli x^, . . . ^ x^ e si spe^Pii ognuna di esse in due faitori siccbi 



<•) Rend. Circ. Mat. Palermo, t. VII, p. 49. 

<••) Mcmorie del R. Istituio Lombardo, IV, (Xtll), 1874. 
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Indkando con J(JJ^^ ... , U^ il Jacohiano delU U si ba 



ii)m,...,UJ)= 



«. 


. 


— u, . 
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COROLLARIO. — 5f 



51 ba 



I7,=a,p,i#,, ..., C7. = «.P«a, 



/(I7„...,i;.)= 



*i • <^ — Pi • O 0.0 



O . a. O , — p. 0.0 

0.0 p, . o — a, . o 



do, do. dp. 



p. . 


-». 


dp. d«, 


d«. 


dx. dx, • 


dx. 



da, dot. dp, dp, d«, d«. 



X, • dx, dx, • dx. dx, • dx, 



£ cosl continuaado. 
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Teorbma n. — Se k ftttiTiiom C7, , . . . , U, dellt n variahUi mdt- 
fadmH x, , . . . , x, sotio tali cbe si ahbia 

y, = «P.«,, .... U, = «(•.«„ 






(a)/(l7.,....l/.) = 



Pi I • '^« « 



da 

dx^ 



dx^ 



dx^ 



gjP|+...+pi 



In vero nel teorema precederite si faccia a>, = aP«, . . . , a>^ = «p*. 
Eseguite le derivazioni delle a> si ponga in vista aP*'*'"'*^*^, si divi- 
dano le colonne dei posti ly ... ,n ordinatamente per p, , . . . , p., 
e si moltiplichino le linee dei posti i, , . . ^ n rispettivamente per 
gli stessi numeri; si sottragga poi dalle colonne dei posti i, ..., n— i 
la colonna n^% infine si aggiunga alia n^^ linea le precedent! , si 
potri allora ridurre il bordo composto di r orli ad uno costituito 
di un orlo solo; cosi si porri in vista ancora a""', e si otterri la (l). 

CoROLLARio I. — Se p,= ...=rp^=p, t il fisuUato 9(a, «,, ..., u^:=o 
^ diminas^ione di JC, , ... , JC« fra 

' "^ ^1 \*i > • • • f *«yj • • • > ^n ^ '^« V I > • • • > *•/> * "^ * V^i > • • • > ^m) 

f 

^ ^a funiione omogenea rispeiio alle a, », , . , . , i*^ , si ha 



«*&£ 



CoROLLARio II. — Se le fun{iom C7, , . . . , C7. jo/io /j/i cire si 



[7, = aP« ... e^'a,, ... , C7.=raP« ... B^-fi., 



rtstOut 



6. 1 k 6 L L t. 



(3)/(C7.,...,l7. 



« . o — p,», . — p.«, 



o . e 

da dO 



dw, . dw. 



da d 6 du^ d a. 

dx; ' dx, ax, ' dxl 



gjPi+-+p*— « QTi+—-Hrir-« 



Teorema III. — Siano C7, , . . . , £7. , a ftmiioni omogenec rispei^ 
tivamente dei gradi tn^^., ,m^^ r delle n variabili indipendenti x^ , ..., x,, 
e St abUtt 



5. !!Jl=...=:!!^l,,//,^ 



P. 



P. 



m 



In vero dalla supposta proporzionaliti si ha 



^^, — >^P, 
P. 



_ ^^^« — ^P, 

P- 



Moltiplichiamo la prima linea del determinantc al secondo mem- 
bro di (2) pel valor comune degli ultimi rapporti, ponendo — ^ 

in fattore fnof! il detenninante. Aggiungiamo alia prima linea cosi 
modificata le rimanenti ordinatamente moltiplicate per x, , .... x^ 
Applicando il teorema di Eulero suUe funzioni omogenee vediamo 

che il primo elemento si riduce ad — ^ a e gli altri a o, perci6 la (2) 

Pi 

si trasfonna neRa (4). 
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Ora rimane da trattare la seconda questioiie; per quali serie i 
d=zo; c in caso opposto quale c il significato geometrico di J? 

Mediante considerazioni appartenenti alia geomerria sopra una 
curva e fondate sugli stessi principi (dei n' i e 2) che finora ci hanno 
scrvito> si potrebbe dimostrare che la condi:(^ionc neccssaria e sufficicntc 
affincbi (sia d = o, o in altre parole) sin completa la serie [k], per k 
Masian:(a alto, e che non esistano sulla curva due (o piu) pmtti i quali 
offrano una sola condi:(ione alia g^^ ; vale a dire che sia priva di punti 
multipli la C* di 5^. Ma lo stesso risultato, insieme ad altri, si pu6 
anche ottenere per una via cosi semplice (di natura proiettiva) che 
val la pena di seguire quest' ultima da ora in poi, abbandonando il 
metodo che ci ha condotto iin qua. 

8. Ragioniamo anzitutto suUe curve plane 

r („_ !)(,,„ 2)1 

£ noto (*) che sulla curva piana C' (con singolarit.\ ordinarie 

straordinarie) di genere 

(dove la somma va estesa a tutti i punti di C" multipli secondo 

1 = 2, 3...) le curve aggiunte d'ordinc k^^^n — 2 segano una serie 
completa non specials L'ordinc di questa serie c 

N^ =: /: 11 — y I (/ — i) = A' « — 2 (77 — p)\ 
la dimensiono della serie sara quindi 

Rk~^K-p = kn - 2(7; -/>) -/>. 

D'altra parte la serie \k} segata su C da tuttc le curve d'or- 
dine k ha I'ordine kn, nioatre la dimensione rj. supera i?,. del numero 
delle condizioni che si esigono perch6 una curva d'ordine k sia ag- 



(■) Si vcd.i ad cs. Brill c X 6 t h c r , Uehcr die al^chraischz FuncUcnen, 
Mathcni. Annalcn, 7. 
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giunia alia C\ Ma 6 pur noto che qucsto nuinero di condizioni e 
indipendcntc da ky per h^i n — 3 c vale 

\^i{i— i) — -—p. 

Dunquc 

r^ = hn—p — {T. — />). 

E cosi all' ultimo teorema del n"* 7 possiamo sostituiro nd caso 
di curve piane il segucnte piu complcto: 

Sopra una C" plana di gcnerc p h curve (Vordinc k :er n -- 2 
segano una scric non speciah (di ordinc kn) di dimensione 

(12) rf, = kn—p — (iz—p). 

La (12) di quindi la dimensione della seric /"-upla di una gl(*). 

9. Passiamo in secondo luogo alle curve sghembe C" dello spazio 
ordinario (r=))- Si scelga nello spazio un punto S per il quale non 
passi nessuna delle 00* trisecanti di C"; da S la curva C" sari proiet- 
tata sopra un piano in una C" la quale, oltre alle singolariti cffettive 
proiezioni delle corrispondenti di C", non avri che un certo numero 
S di punti doppi apparenti a, by c..., proiezioni di altrettante coppie 
di punti semplici (a^ , a^ (b^ , i,), (c^ , r,) . . . di 0\ Le curve d'or- 
dine ki^,n — 2 aggiunte a C" segano su questa una serie completa 
non spcciale di un certo ordine N^ di dimensione -Rj 1^ N-^ — />; 
quindi i coni d'orJine k projettantl le curve agglunte d:i 5, i quali 
passano in modo perfettamente determinato per le singolariti di C" e se- 
gano inoltre semplicem ?nte C^n^Ue 5 coppie di punti (rt,, ) (Z',^,, 'O---' 
determinano su C" una serie completa non speciale d'ordine A^^ e 
dimensione i?.; e la stessa serie (essendo completa) 6 segata da tutte 
le superficie d'ordine /; che passano semplicemente per i 2 S punti 
'^ > ^'2 > '\ > ''2 • • • > ^' ii^ ciascun punto singolare segano la C pre- 
cisamente come la segavano quel coni; la quale ultima condizione 

(•) Li costantc d dolhi (11) hi quale 6 in generalc compresa fra got; />, 
nello curve pianc uguaglia il limite supcriore come fu gia osscrvato. 
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(idativa ai punti singolari) per breviti esprimeremo dicendo che le 
sopeificie sono aggiuntt a C". 

Se ora riesciremo a mostrare che i 2 X punti ^, , ^^ , J, , i, . . . , 
presentano proprio 2 S condizioni indipcndenti alle supcrficie d*ordine 
t aggiunte a C che devono contenerli , ne scguiri subito che le 
si^erfide d'ordine k soddisfacenti alle sole condizioni di esser ag- 
giante a C" dovranno segare su C" una serie d'ordine JV^ + 2 S, di 
dimensione ^4+2^, quindi ancora una serie comphta non speciale. 

Tutto si riduce a provare che esiste una superficie d'ordine k 
a^unta a C* che passa per 2 X — i comunque scelti tra i 2 X punti, 
ad es. per a,, b^, i, . . . , senza passare per il rimanente punto a^. 
Ed infatti , poich^ le condizioni affinch6 una curva plana d'ordine 
» — 3 (o maggiore) sia aggiunta ad una curva plana CJ* sono 
tuttc (come h noto) indipendenti fra loro , segue che tra i coni 
di vcrtice S e d'ordine n — 3 (o maggiore) aggiunti alia curva sghemba 
C, certo ne esiste qualcuno passante per le X — i rette Sb, Sc,...^ 
ma Qon per la retta Sa; ed uno di tali coni insieme ad un piano 
passante per a^ e non per fl, , di precisamente una superficie d'or- 
dine n — 2 (o maggiore) aggiunta a C c passante per 2 X — i tra 
i li punti senza contenere il rimanente. Dunque resta dimostrato 
che tutte le superficie d'ordine k ^n n — 2 aggiunte alia curva C* 
scgano sopra di essa una serie completa non speciale. 

Lo stesso ragionamento si puo applicare ad una curva C" dello 
spazio a r dimensioni S^y proiettandola sopra un piano da un S^_^ 
generico (oppure proiettandola sopra un S^__^ da un punto generico 
c procedendo allora col metodo da r — i ad r). Si giunge cosi al 
teoKmz : 

Sopra una curva C" di S^ le varieta aggiunte (a r — i dimen- 
sioni) d'ordine k^n — 2 segano una serie completa non speciale (*). 
Noi diciamo per ora (riserbandoci di allargare al n° 12 la definizione) 
che una varieti h aggiunta a C", quando in ciascun punto multiplo 
della curva la varieti ha tante intersezioni coi singoli rami uscenti 
dal punto, quante ne ha con una proiezione piana C" nel corrispon- 

(•) Con una lievc raodificazione del ragionamento , ed cscludendo le curve 
raciooali, si riuscircbbc a sostituire il liniite n — 2, col limlte piu basso n — 3. 
Rend, Ore, Matem,, t. VII, parte i*. — Stampato il 7 agosto 1893. 14 
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dente punto (e sui corrispondenti rami) una curva piana aggiunta ; 
sicche ogni punto i-uplo di C" assorbe esattamente i{i — i) tra Ic 
intersezioni di C" con una varieta aggiunta (d'ordine k^^iii — 2), c 

{A = ^i(i— i) 

sono lo intersezioni iisse di C" colic varieta aggiuntc. 

II caso pill seniplice (ja z= o) in cui C" non ha punti niultipli 
ci d^: 

Sopra una curva C" di S^ priva di punti tnultipli h varieta (a 
r — I dimensioni) d'ordine k^zu — 2 segano.una serie compkla non 
spcciale d'ordint kn e dimensione 

(13) r^ — kn—p. 

O sotto forma invariantiva (dicendo che un gruppo di due o 
pill punti c wri^/ro per ui^a serie g'^ quando presenta una sola con- 
dizione alia serie) : La serie k-upla di una g\, sen:^a gruppi neutri per 
k^. n — 2 e completa, non speciale, 

Questo risultato confrontato con quello del n° 7 ci prova die 
sc gl, non ha gruppi neutri 11 termine d che. comparisce nella(ii) c 
nuUo; e che inollre il teorema ora enunciate potrebbe applicarsi a partirc 
da it=r:}^ + 7r+p — I anzichi dal valore k^zn-- 2, quando il primo 
numero fosse inferiore al secondo. 

10. E torniamo alia C" dotata di punti niultipli, suUa quale le 
varieti aggiunte d'ordin.* k^n — 2 segano una scric completa non 
speciale, che ha I'ordine 

kn — [i. 

(perchi jA sono le intericzioni fisse di una aggiunta con C ), c la 
dimensione 

kn — [t — p. 

Ora diciamo Vj^ il numero delle condizioni a cui deve soddisfare 
una varieti d'ordine k per riuscire aggiunta a C", vale a dire per 
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contenere quei [a punti fissi; la dimensione r^ delU serie [k] d'or- 
dine kn segata su C da tutU ie variety d'ordine k sarii 

r4 = ^«— /) — (ft — vjt); 

[A — v^ i dunque il difetto di completezza della serie [k], 

Non sembra facile il decidere se la quantitii v^^ sia indipendente 
da k per tutti i valori di k ^: n — 2. Ma si pu6 osservare che per 

quei valori di ky v^ non puo essere inferiore al numero — ^/(/ — i), 

poichi tante sono le condizioni che si esigono affinche un cono d'or- 
dine k (proiettanre da un S^_^ una curva plana) sia aggiunto a C" 
(o ci6 che fa lo stesso alia sua p;oiezione plana); e v^ non pu6 essere 

superiore al numero ^(1 — i)', perchi una varietii aggiunta deve 
passare per ciascun punto i-uplo (il che impone una condizione per 
volta) e passare per i(i — i) — {=^(1 — i)* — i punti infinitamente 
vicini al primo (il che impone al piii altrc (i — i)' — i condizioni); 
dunque 

jZ'(«-0-v,-X(,-iy. 

D'altra parte il numero v^ delle condizioni che si esigono per- 
chi una varieti d'ordine k sia aggiunta a C non puo diminuire al 
crescere di k (*). 

Dunque si potri scegliere un numero «' cosi grande che per 
k7S:io\ v^ risulti indipendente da Jt, uguale per esempio a v. La dif- 
ferenza (t— v 6 allora un carattere appartcnente al gruppo dri punti 
multipli di C". Avremo cosi il teorema : 

// difetto di complete:(;(a costante della serie [k] segata sopra una 
curva C di S^ dalle varieta d'ordine k abbastan:(a alto (ad es. 
^X + ' — /> + I per il n** 7) uguaglia la differen:(a tra il numero 
di punti fissi in cui le varieta aggiunte segano C* ed il numero delle 
condi:(ioni che questi punti impongono ad una varieta d'ordine abba- 

(*) Si pu6 inGttti costnitre una varipti 4*ordiiie k 4* i (degeaere in una 
virieti d*ordine k insteme ad aa iperpiam))* la quale coiUCBga vj^ -^ 1 coiiiuoque 
sceUi tra i (a pusti fissi tu C senza cocitxmefie tutti q«ei fi punti* 
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stati:^ii alto the ilchha contcncrli. Va notato chc nel calcolo tlellaiiif- 
fcfvMiza si puo toner conto stmcatamente di ciascun punto multtplo, 
sommanJo poi i singoli risiiltati; perchc gii pei coni aggiunti d'or- 
Jinc n — 2 (n*' 9) i punti multipli di C" presentano condizioni tunc 
inJipcndcnii. 

Ricordando la disii«»uaglianza rf^rr — p del n" 7, vediamo di 
qua chc la differcn^a fivninata nel teorema non pui tnai superare la 
ilijfcrcn^a tra il masswio gencre :: che pu) avert una curua d'ordine n 
di S^ ed il generc p che la C data effettivamente possieJe (*). 

In parti colarc poichi un punto doppio di C" assorbe due punti 
intersezioni di C' con una varict«\ aggiunta, ed impone una sola con- 
dizionc alia varicti (che passa semplicemente per esse) : 

// massimo numcro di punti doppi che pu) avere una curua C' di 
S^ di genere p, ugnaglia la differ(n:;^a :r — p. 

II. Si put) domandare se (come accade per le curve piane, n* 8) 
si riesca ad espriniere il difetto di completezza costante della serie 
[k\ mediante le moltepliciti dei punti multipli di C Ora un esem- 
pio, col quale tenninero questo lavoro, mostreri chiaramente che il 
nominato difctio non 6 run:^ionc soltanto delle molteplicita , ma di- 
pendc pure dai mutui legami che passano tra Ic i tangenti alia curva 
in ciascun punto i-uplo; tanto che riuscirebbe molto complicata una 
fomiola che volesse contemplare tutti i casi. 

Sia A un punto triplo ordinario di C" ed a^^ a^y a^ siano i tre 
punti intinitamente vicini ad A sui tre rami di curva. Una varieti 
V aggiunta a C* devc passare per A c per i tre punti j, , a, , a^ 
(giacche per le proiezioni piane di quei punti passa ogni curva piana 
aggiunta alia proiezione piana di C"); c sono sei (3 // + fl, + tf, + fl,) 
le intersczioni iisse di C" colla V aggiunta assorbite dal punto mul- 
tiple). Dobbiamo esaminare quante condizioni quei sei punti impon- 
gano alia V, Intanto i tre punti riuniti in A impongono una sola con- 

(•) H sc il nussinio t: - p k raggiunto la C di 5", quando sia n^ar, 

r > 2, St A sopr.1 una supcrficic d'ordinc r — i; c quindi ciascun punto multiplo 

di C" h:i Ic sue tangenti in un pi mo, o un solo punto multiplo non .si trova in 

questc condizioni c !a supcrficic ^ un cono col vertice in quel punta Si dimo- 

x\ tcncndo conto deirultinu osservaziono del n" 4 e dclla nota al n** ). 
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dizione, ed i due punti a^ , a, impongono sempre altre due condi- 

ztoni indipendenti; le V che soddisfanno a queste tre condizioni toc- 

cano in A il piano Aa^a^. Sicchi o la tangente Aa^ si trova fuori 

del piano e allora una j«wr/fl condizione occorre perchi la ^passi per 

Hj (e la F acquista un punto doppio in A); oppure A a^ si trova nel 

piano Aa^a^ e allora ogni V c\\t verifichi le trc prime condizioni 

passa in conseguenza per a^ (ed ha un piano tangente fisso in A). 

Dunque in virti di un teorema del n° precedente possiamo dire 

che un punto triplo ordinario di C* contribuiscc con due o con tre 

unita al difetto di completei:(a costante dtlla serie [k] secondo che le tre 

tangenti nel punto triplo non appartengono oppure appartengono c^d uno 

stesso piano (*). 

12. Nel primo caso non solo le V d'ordine abbastanza alto che • 
passano doppiamtnte per A (e sono pure aggiunte negli altri punti 
multipli) segano su C una serie completa non speciale, ma anche 
le y che passano semplicemente per A (e sono aggiunte altrove) 
segano una serie completa non speciale, perchi Tordine e la dimen- 
sione della nuova serie superano di tre uniti i corrispondenti carat- 
teri dell'antica. Ora la stessa osservazione si puo presentare sotto 
forma generale : se delle i(i — i) intersezioni fisse della C con una 
V aggiunta, riunite in un punto i-uplo, alcune / ad es. (e non / + i) 
presentano condizioni tutte indipendenti alle V che passano per i 
rimanenti i(i — i) — / punti, si pu6 esigere che per questi soli punti 
passino le varieti (aggiunte altrove) senza che la serie segataperda 
il carattere di esser completa non speciale. Operando poi nello stesso 
modo negli altri punti multipli di C" si viene a sostituire al primi- 
tive gruppo di \L punti base per le V aggiunte un nuovo gruppo di 
K^J** P""^^ contenuto nel primo e tale che tutte le varieti ^(di 
ordine k abbastanza alto) passanti per i }i/ punti del nuovo gruppo 
segano su C" una serie completa (non speciale), mentre ci6 non ac- 

(*) E similmente rinfluenza di un punto t-uplo ordinario colle i tangenti 

in un piano k di — ^ ^ uniti , mentre sc le 1 tangenti nel punto /-uplo di 

una curva C" di Sf{r^il) sono linearmente indipendenti, il punto influisce con 
f — I uniti soltanto. 
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cadrebbe se le V passassero solo per (x' — i di qucipunti. Aquesto si- 

slema di varieti di dato ordine ife e di massima dimensione tra qucUi 

di ordine k che segano su C una serie completa non speciale i 

naturale di assegnare il nomc di sistema aggiunto (anzichfe al sistema 

minore che prima abbiamo chiamato nello stesso mcnlo). II solo in- 

conveniente sta nel fatto che la definizione del sistema piu vasto e 

meno semplice che quella del sistema ristretto. Al nuovo sistema 

aggiunto si applicano senz'altro i teoremi del n** lo. Ma di piu si 

vedrebbc che ogni sistema di varicta d' ordine :;= k che seghi su C 

una serie completa e coutenuto entro al sistema aggiunto d* ordine k; ed 

inoltre : il sistema aggiunto e completamente definito dalle condi:;^i:ni 

che tra le interse:^ioni fisse della varieta generica del sistema con C* 

ciascuna stia sulle varicta passanti per le rimancnti, e che i punti infi- 

nitamente vicini ad ogni p unto viultiplo di C" presentino condix^ioni tuttc 

indipendenti alle varieta del sistema costrette a contenerli ancora una 

volta. 

Roma, maggio 1B9}. 

G, Castelnuovo. 
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SULLE FUNZIONI IPERGEOMETRICHE A PlO VARIABILI; 

Nota di 6. L a u r i c e 1 1 a , in Pisa. 



AJunanze ii«l a$ giugoo, 9, 2} lugUo 1893. 



Introdti^ione. 



I. Le quattro funzioni ipergeometriche a due variabili 
F.(a, p, p', Y, .V, v), F,(a, % p', y, f, a:, r), 

sono considemtc da Appell (*) come una generalizzazione della 
serie di Gauss (**), perchi il loro studio i perfettamente analogo 
alio studio di questa serie. Altre generalizzazioni, come 6 noto, sono 
state fatte della serie di Gauss, ma di un carattere diverso c piu 
generate. 

Ora qui mi propongo di estendere il concetto di Appell, in- 
troducendo alcune funzioni ad un numero qualunque di variabili, Ic 



(•) Journal de raathcmatiques, t. VIII, anncc 1882 ( s6ric III« ). 
(••) Gauss, Wcrke, t. HI. 
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quali hanno una grande simiglianza con le funzioni ipergcomctriche 
ad una e a due variabili sopra menzionate. 

Poichc il numero delle funzioni ipergeometriche della classc chc 
io voglio studiare cresce rapidamente col crcscere del numero delle 
variabili indipendenti (i nel caso di una variabile, 4 nel caso di due 
variabili, 14 nel caso di tre variabili,...), cosi non 6 possibile con- 
siderare tutte le funzioni ipergeometriche ad n variabili die si pos- 
sono in generale formare per n qualsiasi ; quindi mi occupero sol- 
tanto di alcune tra ie piu importanti di queste funzioni, avvertendo 
sin da ora che non potri presentare alcuna difficolti la trattazione 
di qualunque altra funzione ipergeometrica , dietro quello chc sari 
esposto in seguito. 

Lo studio ch'io dovr6 fare di tali funzioni, sari principalmente 
di mostrare come esse si possano ottenere, di trovare i campi di con- 
vergenza delle serie che servono a rappresentarle , di definirle per 
mezzo di equazioni differcnziali lineari simultanee c di esprimerle pjr 
integrali definiti. 

CoHtruzlone delle funzioni iperffeonietrtche 2>ci* mexxo 
di Herie e loro camirl di eonvevgenza. 

2. Mi servir6 in ci6 che segue del simbolo (\,li) usato da 
Appell per indicare il prodotto 

X(X + i) .. . (X + it— i) 

dove k i: un numero intero e positivo e X una quantki qualsiasi. 

Per costruire le funzioni che dobbiamo studiare, consideriamo il 
genuine generale : 

(Y,-^«.XYi-^'0 • • • (Y«-^''«Xi-^^'.Xi-^'0 • • • (i-''0 * ' ' ' "* " 

■ 

del prodotto delle n funzioni : 
^(*.> P.. Y.> *iX Pi^i^ P>> 'ia» •^>)> •• 'P'C*.. P»> Y«» ^«)> 
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die sono rispettivamente uguali a : 

^ (Ti-w.)(i-^.) ' * -"^ (T.-»0(i-''0 ' ' * " 

c facciamo in questo tennine generale successivamente : 






T»=Tf> Ta=Y+'''i> Tj=Y+'''i+''^a> ••• Y-=Y+^'^+ •• +^^^1- 

Si ottengono evidentemente i termini generali delle seguenti 
quattro serie (*) : 

*^Ay^ ri > ri > • • • r* > Yi > Ya > ' * • Y« > "^i > "^a > • • • "^jJ ■--- 

^(y..///,) . . . (Yu.^OO-^^^) • • • (i-'^O ' ' ' " * " ' 

* B\*i > *a > • • • *« > ri 5 ra > • • • Pi« > Y> ^i ' "^a > • • • ^m) —— 

_ y («.•»»,) . . . (g.»0(fi.->«,) . • . (S>.-m„) ^„, ^«, ^„, 

^ (Y-m, + ... H- »0(i-»'i) • • • (i-wO ' ' ' " ' " ' 

*• ' *' r» Yl > Y» • • • T« > ■*! > '^2 • • • ■'^nj -— 

^ (Y,.w,) . . . (y,"0(i-'«.) • • • (i-"0 ' ' ' ' " " " ' 

•^D (*> Pi > Pj » • • • P,i > Y; *i > -^1 > • • • •*») ^— 
_ y («.>», + . . . + >«.)(P..ffl.) . . . (P,.OT,) ^„, ^„, ^.„, 

(•) Le lettere sottolineate sono quelle in cui si condcnsano le analoghc con 
indice di verso che niancano. 

Ren:L Circ, Matem,, t. VII, parte i*.— Stampato il 5 agosto 1893. *5 
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Osserva:{ione. — Altre funzioni ipergeometriche si potrebbero otte- 
nero daU'espressione {a) facendo altre sostituzioni sui pararaetri 
a, p, y; cosi nel caso di w^izj, facendo nel termine generale : 

(a.m)(«-.f,)(a"./>)(p.m)(p-.«)(r.;>) ■ ._> 
(Y.m)(Y'.«)(Y".;>)(i.m)(i.«)(i./») "^ -^ ^ 

successivaniente : 

ol' =z OL -\- Wy CL^' =zoi -\- nty = a' -f w m: a + w + ^ 
p' = p + ;w, P'' = p + w, = P' + « = p + m + fi 

Y' = Y + ^^/> Y'' = T + ''^ = Y' + w = Y + ^ + w 

e combinando questc sostituzioni in tutti i modi possibili, coiravver- 
tcnza di escludcre tutte quelle espressioni cbe si possono riduire al 
termine generale dcUa serie di Gauss o di una delle quattro serie 
di A p pell, ovvero ancora al termine generale del prodotto di una 
funzionc di Appell per la serie di Gauss, si ottengono i termini 
generali delle seguenti quattordici serie distinte : 

F.(«, P, P', r, Y> Y'> Y". *. y> 0. ^.(«. «'. «", p. ?'. P". Y, *. JV, 0. 
F,(a, a", P, p', y, f, y", *, V» 0. ^.C^' «"> P. Y. Y'. Y". *. J^. 0. 

F,(a, £, Y. Y', Y". ^» :y. 0> -F^Ci' «"> P. P'> P". Y. Y'. ^. :>". 0. 

F,(«, «", p, P', p", Y, *, )-, 0. ^,(«. P. P'> P". Y. Y"> ^» >'. 0. 

F,(a, p, p', p", ^r, A-, y, ^, F,.(x, a", p, p", Yi Y'. *. >'» 0> 

F.. (a, a", p. p', Y, y". *. -V. 0. -P.. (»• <'. P> P'. Y> Y;. ^. >'. 0. 

f,,(«, a", p, P', Y. X, y, ^), F,^(a, a", p, y, y'» *> ^' 0- 

3. Cerchiamo ora i campi di convergenza delle quattro serie 
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F^. — II termine generale di questa serie i : 

J _ («.OT, + . • • + >».)(fi.->».) • . • (P..>" .) „«. „«, ..„ 

"•"*•••"•- (y..»O---(y.-'«.)0-'».)...0-'«-) ' ' ■' " 



e si ha : 



"»i« 



lim(w, + . . . + wJ"*wy'~P» . . . mT«-P« x 






Poniamo : 



... K + ,'P:' = §., Y; + ,-Y;'=-r.> r; + 'Y;' = Y.> ••• 

• • • Ti« "> * T« ^-^ Yn > 



. r (y ) . . . r (y J 

sia N" un numero maggiore del modulo di -^ , \jlfu \ — r^ru \ ^ 

siano rispettivamente a\y a^y . . . a„ i moduli di at, , ^^ , . . . ^„ ; si 
avri a partire da determinati valori di ///, , ///, , ... ///« 

niod^.....^' ... <-'<N-l7i4^-^/^''h». + - + 'ny-',4< ... 

-. [tn,) ... It [mj 



/ / 



Indichiamo con t^ un numero positivo maggiore di Pj — y,' c 
di Pa — Yi> ^^^ e, un numero maggiore di 2e, e di ^'^ — Yyy ^^^^ 
t un numero maggiore di 2e, e di P4 — Yi> ••• ^^^ ^n-i "" numero 
maggiore. di 2 e^^, e di P|^ — y„; si avrh : 

WiPinr, |«5,-Ta < w«i ;»«« ::^ ^ ' , -il — , 

4 

(ot, + ffl.y»//^''» _ (w, + m, + w,)'" 
^ 4»« "^ 4«'+»» '. 



Ii» ^ LACftlC&LL 



r. * < 






^ • >—---- w^l"» «;- _'«—...— 



'it JTrir~- CJ'T'iiicrx se» : 



V xrr _ _ .- - -<a - ... - kJ _ ^ ^ 



•C^<u. 



^W-- 



<^x — X. — - . . -i- ^jr. 



ii hi : 

•*, T *, -r ... — ^ < l» 
O&iii per 

mni X. — XDod X. — . . . — nod x, < i. 






<«.)...<».) *~iXO iXOiX.O.rc.iJ 



' «. 



con X un numcro supcriore a! modulo di =7—7 =7 — ~= 



r(x)-.r(.jiX>.) .-iX?J* 

2\'Tczno 1 pirzirc lii dcicrmiTiiii \2laci d: «, , m^^ ... m^: 
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Essendo poi : 

7g(y/i,) . . . 7:(m,) ^ 



si avri : 



f^'. / _' 



Quindt la serie F, si mantiene convergente per modx,, mod *,,... 

t 

... mod^. rispettivamente minori dell'uniti. 
Fq. ' — Per questa serie abbiamo : 

' (y.-'«.) ••• (y.-»00-»'.) ... (i.'«,) ' • • " ' 



Urn (tn, + ... + m.)'~"'P «*]■'"' . . . 

• • " L i^'^i + • • • + ^.) J ''""" ~ r(a)r(p) . • 

Fatte le solite ipotesi e preso N maggiore del modulo di questo 
limite , i chiaro che si avri a partire da convenienti valori di 

L ^i"'i) • • • «K) J 
Prendiamo ora : 

o < e, > I — Yi . I — y'. 
•c, >2»,, I - y', 



«^, >2e^,, i—y'.; 
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si avri evidentemente : 



' ' (tn A- m V** 

m\-^^ wp. < mV m'.' :^ ^"'' \"y , 

/ ^ / (tn -A- tn Y** ' 

m\-fx «;-r. w/;-T, < ^"'' ^p^ m;-T, 



;h,^. . . . «»„^- < . ' .-h.-e.^, '««^" 

(;«. + . . • -r ffl^, )"-><-' _ (>». + • . • + >«.)•"-' 
4 4 

c quindi : 

La seric F^ convergeri dunque contemporaneamente all'altra : 

Ora aggruppando in questa serie i termini per i quali si ha 
;;i, + /;/, + ... + m^z=i\L^ si scorge facilmente che essa h mi- 
nore di 



u«2» 



I*— O 

c poiclii questa serie converge per 

cosi la serie Fq convergeri per 

mod J/J, + mod \/x^ + . . • + mod [/jc„ < i. 
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Fj). — Posto : 
,.^.X7 - ^ - (y,m, + ... + mj(i.m.) .^ (i.mj' « - - > 



a avri : 



E se indichiamo con N un numero pi6 grande del modulo di 

* 

r(r) 



r(a)r({j.).;. r(i-.)' 



si pu6 chiaramente scrivere : 

mod A^^...mjc, ... X, < Ar(w, + ... + my-^n^'x-' ... n/*-' j;"* .., O- 

Concludlamo quindi die la serie Fq 6 convergentc per mod x^ , 
modx,, ... modx^ minori delPunit^. 



Deflnizione delle funxioni F^, F^, Fq, Fjy per mexxo di 
equaziani dijferenziali del 2° ordine. 

4. Da quello finora detto risulta che le quattro funzioni F^ , F^ , 
Pc9 Fj) esistono soltanto per determinati gruppi di valori delle va- 
riabili jc, , x, , ... x^\ per6 siccome esse soddisfano a dei sistemi di 
equazioni differenziali lineari, cosl vengono ad essere definite anche 
per qualsiasi gruppo di valori delle variabili, che non sia un gruppo 
di valori singolari. Diremo poi che cosa si deve intendere per gruppo 
di valori singolari. 

Le equazioni difFerenziali a cui soddisfano le nostre funzioni 
sono : 



:;»' 



^«-"XlI"Zil.I^ 






— xx_-» 



>F 



Jt -JX^ 



' '^x rr 



^>y> 






^r 



- x — ^ — :.x 



I ^ 



> 



^f 

'^^-. 



I ^ 



cF 



i ^ - 



— X i F=: 'j. 



^ /fir 'OX o^ 



^F 



:>x ry 



iF;> 



— X 



<^F 



■ ox.nx^ 



• • • ^^, 



^F 



•axdi. 



flr-(».-^.- 



0*. -j^ — r ?, F = o. o = I. 2. _ ,) 



ifF ,d*F 



(-.--f)^-*:^ 



_;r'— - — X* 



•—I 






• • # ■""""' ^ r / 



tf'F 



2X. .X. 



d*F 






dx, 
dF 



. . . -(«-!-? + 0*i-. JZ (* + ? -i- 0** 



aF 



»— I 



dx. 



«fl 



dF 



... -(« + ^ + i)x.-jj^-«Pi'=o. 



(r ^ /; r, /, I = I, 2, . . . «) 



• • • 
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(Fo) ... + *.(i — *i)g7^7^ + [t — (« + Pi + i)**]-^ — 
~ P<*i3t — ... — Pj**_,ri P<*i 



d*. ••• " *-a**_, •^' **'d*, 



• • • 



i+i 



dF 
... — ^i^M-JZ a^F = o. (1 = 1,2, ... «) 



Infatti, facendo effettivamente la verifica, si trova die i coefE- 
cienti di Jc^' JcJ"' . . . JtH" "c* risultati sono rispettiv.iinente , a meno 
di fattori costanti : 



; "*i T 

— "'.(w. + . . . + »J,) — a ;»( — fi.(;«, + . . . + ;«,) 

— «^ = 0. 



(Y 



\i!I j: -i-«.^ ("*' + "'. + •••+ "0 — 

4- i», 4- ... + m,) 



'"•+^(t + «. + ... +«.) 

Rend. Circ. Malem., t. VII, parte i*. — Stampato il i6 agosto 1893. 16 
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(g + w. -I- ... +w.) C^ + tn, ^- ... +/«,) 

■ ; ■ — — m. — 

ti + '«, 

— '«,('".— —•••— "'.(w. — — 
(f c)' — 2 (w. m, + . . . + »/, ,„,+ ,.. ^_ ,„_^^ ,„j ^ 

, ., (« + >«, + •.. -f- »/,X^ + w. + .- + ffl.) 
^ " rf^> ■ 

— (« + P + i)('«. + • • • + »».) - « P = 0. 



iF„y 



Y + W», + . . . + 7«. ^ ' ' ^ "' 

— Wj (w, -!-... + w.) + 

(g + m, + ... + M,)(% + ffl,) ^ ^^^ 
Y + '»,+ ••• + '«« 

— P,(w. + ... + «,) — g p, = o. 



). — t. noto che rintegrazionc di un sistema di equazioni lineari 
alle derivate parziali fra pii funzioni incognite e piu variabili indi- 
pendenti, puo cssere ricondotta aU'integrazione di un sistema lineare 
di equazioni alle derivate parziali del primo ordine. Ora noi vogliamo 
qui fare tale opcrazione per alcune equazioni diiferenziali della specie : 

(0 l«^:^3f#r+ ZaJ'^-ll^ -\-al'^F=o (i,r,s,,=i,2,...») 



rs 



dXrdx^^ ^ ' dx^ 



in cui i coclficienti a sono funzioni dcUc variabili indipendenti 
X, , x^y ... a:,, , per trovare dei risultati molto importanti, che appli- 
cheremo alle equazioni differenziali (2\J, {Pb)^ (^c)> (^"/O- 
Risolviamo le equazioni (i) rispetto alle n derivate : 

\ » . (l = I, 2, . . . fl) 
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Otteniamo : 

(rj^r, I, r, J, /= I, a, ... If) 

Deriviamo tutte queste equazioni in modo die quella scritta yenga 
derivata una volta rispetto a ciascuna dclle variabili a:/, x, , . . . x^_^ , 
**fi> ••• ^g« Si ottengono evidentemente n(n — i) equazioni del 
teno Of dine, le quali, con I'aiuto delle (2), prendono la forma : 









(3) 



+ y 4i> -^ + lc('>4^ + .('>F= 0. 

(r 7^ r, J^p^q; h ji^ k; r, j, /,/», ^, /;,*,/= i, 2, .. . fi) 

E se risolviamo queste equazioni rispetto alle derivate : 
si trova : 

53^81^-^ *»a*.a*,5*, "^'^*'a*»a*»+4'^' ax. +''«'^- 

Si derivino tutte queste equazioni in modo che quella scritta 
venga derivata una volta rispetto a ciascuna delle variabili x, , ... x^, , 

x^,, ... Jf^, , ^,+, , . . . ^« , e si risolvano ^ ^~j\^ ^^^^^ 

equazioni che cosi si ottengono rispetto alle — ^ ^-^ den- 

vate della forma : 

OX]OXpO x^ 
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Si ha, facenJo uso delle (2) e dellc (5) : 



£ chiaro che cosi seguitando a derivare ed a risolvere, ammesso 
che i determinanti che via via bisogna considerare siano tutti diversi 
dallo zero, si arriverJi ad ottenere le derivate della forma : 

(4) 



'iv-i 



o Xf^ x,^ ... a Xt 

[(r = 5, 6, . . . «), (f, 51^ ^j 51^ . . . ^^«,; ^, , . . . ^^, = 1,2,... «)] 

espresse lineannente per quelle della forma : 

a Xg^ o Xg^ . . . oXg^ 

[(r = I, 2, . . . «), (f, jii ^, 5i£ . . . f, ; f, , . . . j^ = I, 2, . . . m)| 

In particolare avremo : 



dx^^d Xg^ ... a Xf^^^ dx^d x^ ... dx^ 

'i.*a.—«ii— I O Xg^ ... C/*5|^| 

Se deriviamo queste equazioni in modo che quella scritta venga 
derivata rispetto ad x,„, si ottehgono n(n — i) equazioni, dalle quali 
si hanno tutte le n derivate della forma : 



O Xf^ Xf^ • -. . G Xr^ 

espresse linearmente per tutte quelle della forma (5). 
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Ora se poniamo : 

d'F 



O Xf^ • • • G Xf^ 



— Pu'-n 9 



avremo : 



O Xr^ . . . d Xf^ . . . O Xri O Xf^ 

e quindi considerate le 2" p (che chiameremo «,,«,,... w,,,) come 
fiHizioni incognite delle. variabili indipendenti :if, , at, , . . . x„ , risulta 
che con I'operazione precedente , abbiamo ricondotta Tintegrazione 
delle equazioni (i), alPintegrazione di un sistema lineare di equa- 
zioni alle derivate parziali del primo ordine : 

(7) ' "37r"^==/i* ('= ^' ^' 3» "• 2"; *= I, 2, ... If) 

in cui le /^ sono funzioni delle x e funzioni lineari ed omogenee 
delle Uj e ad un sistema di relazioni lineari tra \q u\ 

(8) ?*(«,>«,> ••• u^n) = o. (/;=i, 2, .../>) 

Tutto ci6 che abbiamo fatto precedentemente suppone, come si 
i osservato, che i determinant! dei coefficienti (funzioni di x^ , x^ j-.-^J 
delle equazioni che bisogna risolvere siano difFerenti dallo zero. In 
contrario, fra i diversi casi che si possono dare, noi considereremo 
quello in cui si riesca ad eliminare dalle equazioni alcune delle p 
assieme alle loro derivate della forma (6); ed in questo caso siamo 
sicuri di arrivare ad un sistema di equazioni della forma (7), (8), 
nelle quali il numero delle funzioni u & diminuito. 

Osserva:(ione. — ^Nel caso in cui le condizioni richieste dal pro-- 
cesso precedente sono generalmente soddisfatte, chiameremo gruppo 
di valori singolari delle variabili ogni particolare sistema delle 
Jr, , jc, , ... x^ per il quale le dette condizioni non sono piii soddi- 
sfaxte; per cui tutto ci6 che diremo in seguito varr^ soltanto per i 
gruppi di valori non singolari delle variabili indipendenti. 
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6. Se ammettiamo Tesistenza di un sistema di funzioDi 0,, u^t...u^m 
che sbddisfa alle equazioni (7)^ (8), tale sistema di funzioni soddi- 
sferi ad un sistema di equazioni difFerenziali completamente inte- 
gr^bile : 

d u 
(9) -^— ^ = Fi*, («=i, 2,...r, k=i, 2,...ff), r^a" 

e a 2" — r relazioni della forma : 



«r>t = +.(".> ".> • • • "rJ ^.> *.> • • • ^«> 
(10) 



e reciprocamente, tutte le soluzioni dei sistemi (9), (10) soddisfe- 
ranno ai sistemi (7), (8). 

Per avere poi la soluzione piJi generale del sistema [(7), (8)], 
basteri trovare la soluzione piCi generale del sistema [(9), (10)] (*). 

Neiripotesi quindi che il sistema di equazioni (i) possa ridursi 
al sistema [(9), (10)], ammetteri un integrale generale dipendente da 
r costanti arbitrarie (**). Tenuto poi conto che le funzioni F^^ sono 
come le /^ lineari ed omogemec nelle u, risulta che si pu6 dare an- 
che la forma di tale integrale generale. Infatti si ha (Cfr. Appell, 
Mem. cit.y Teorema II) il seguente 

Teorema. — « Se si hanno r + i fun:(ioni fi, ft, . . . /^^, cht 
soddisfano alle equa:(ioni (i), esisUra fra que^te funzioni una relatione 
lineare a coefficienti costanti: 



(•) B o u r 1 e t. — Sur Iss iquations atix dcr ivies parti ell es simul tatties qui 
contiennent plusieurs fonctions inconntus (Annates de Tficolc Norma! c superieure 
de Paris, 3' sdrie, t. VIII, r»9T, supplement), Th^orfeme IV. 

(••) Boarler, 1. c, % 5. 
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Per dimostrarlo osserviamo dapprima che se u^ i quella funzione 
dd sistema [(9), (10)] che corrisponde alia F del sistema (i), le 
*9 > tf. > ... u^ saranno k derivate della u^ ; ed allora chiamate ri~ 
^itivamente «^'\ u\*\ . . . u[''*'^^ le r + i funzioni /",,/,, ... /^, , 
flPuUcheremo coa ul^'^y u^^\ ... i*}"*'^ le derivate delle u\'\ u\*\ ... u^"^'^ 
che si ottengono da queste funzioni, come la u^ si ottiene dalla tf|» 

Poniamo ora : 



ed ammettiamo che i moltiplicatori c, , c, , ... c^^, siano per il mo- 
mento funzioni di x, , jc, , ... a:^. Si ha evidentemente : 

d 17. =F:,dx, + ...+ F[Jx, + «<'>ic. + . . . + tti'+'^i^^, 
d U, = F'„dx, + . . . + i=;.</jf. + nj'^iic, + . . . + u^r^dc^, 

00" 

</ u,=f; djc, + . . . + F;ix, + t^:^dc, + . . . + «^^'> Jc^. , 

in cui le F„ sono funzioni lineari ed omogenee delle 17, , C/, , ... (/, , 
come le F„ delle «, , «, , ... «,. 

Ora le c, , c, , ... c^, si possono sempre determinare in mode 
da avere identicamente : 

U, = o, I/, = o, ... U, = o; 
dalle (ii) avremo allora: 

u^Uc, + ««i.-, + . . . + «i'*'^</f^. - o 



H^'Uc, + u'';Uc,-r ... + «^'*'^<if,+, =0, 
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e quindi : 



dc^ dc^ 



dc 



H-i 



'H-l 



Queste rclazioni ci mostrano appunto che i rappord delle c ad 
una di esse sono costanti. 

G^ROLLARio. — Se si hanno r integrali delle (i) : «^'^ ilj*\ . . . ii{'^ 
tali che il dctcrminante : 



D = 



u^:^ tf^*> . . . u?^ 



!#<*> n['^ . . . u['^ 



ui'^ u^'^ . . . tt<^> 



sia iJcnticamcntc nuUo, csistcn\ fra quoitc r funzioni una rclazione 
linearc a coefficienti costanti 



i(0 -I 



i(» j- 



(0_ 



Con un proccsso analogo a quello tcnuto da Appell nella sua 
citata mcmoria (Tcorema III), si dimostra ancora il seguente 

Teorema. — « ^^ fii f%i - * * ft ^^f^o ^ fun:^ionicbt soddisfano allt 
equa^^ioni (i), il deter minante D dovrh soddisfare alia rela:(ionc: 



D 






in ^m' 9, f ?s » ... 9. sono n funzioni linear i dei coefficienti [d\ » . 

7. Da quest'ultimo teorenia segue cho se il detcmiinante D non 
h identkamente nullo^ potri annullarsi soltanto per valori singolari 
"idle TtfiaUU jr, , x. , ... jr.. 

Uh sifMna di integrali F, , F, » ... 7% per il quale il deter- 

iMmc D h genefidmente diverso da zero si chiama un sistemafon- 

U a kiUgrali. Segue quindi « dal primo teorema. dimostrato 
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nel § prec, che ogni integrale d^Ue equazioni (i) si pu6 sempre 
esprimere linearmente per gli dementi di un sistema fondamentale 
qualunque. 

£ chiaro poi che partendo da un gruppo di valori delle varia- 
bili X, , jc, , . . . X, e tomandovi dopo di aver compiuto con la jc, , 
con la X,, ... con la x^ un giro attomo ad un punto singolare del 
ciiinpo che si considera, gli integrali F, , F, , ... F^ che formavano 
un sistenia fondamentale per il gruppo da cui siamo partiti, forme- 
ranno ancora un sistema fondamentale, e ciascuno di questi integrali 
sar^ quindi uguale ad una funztone lineare a coefficienti costanti 
degli integrali primitivi. 

8. Passiamo ad applicare i risultati ottenuti alle nostre equazioni 

Incominciando dai due sistemi (i\i), (F^), osserviamo che de- 
rivando le loro equazioni in modo che quelle scritte vengano deri- 
▼ate rispetto ad jt, » ^^ , . . . x^^ , x^^^ , . . . jr„ , si ottengono , per 
ciascuno dei due sistemi, n equazioni lineari nelle n derivate della 
fomia: 



dx, ... dx^^dx]dx.^^ . . . dx^ ' 
nelle derivate di orJine inferiore e nella F; e poichi i dcterminanli : 



XT *"~* X X. X^ ... «^j X 
X^X^ X^ Xj . . . X, Xj 



Xj ^— Xj Xj ... x^ 

X- % ' 1 ... "»^ 



XX X 



X X — X 



19 ... *''|| 



a:, — I X, 



■ • • 



I — X. 



X. 



^m ••% 1 . . 



Xj . . . x^ I 



I I — X, . . . 



... I — X. 



Retid, Circ. Matem,, t. VIF, p.xrtc r^. — St.xnipato il 17 Ago<;lo 180)3.^ 17 
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dei coefficientl delle n derivato di ordinc n -\- i sono generalmcnic 
diversi da zero, possiamo scrivere : 



d'^'F. 



= 9. 



d""^"F 



B 



d Xj . . . d jc* . . . d ^^ ' ' d x^ ,,, dx^ .,, d x^ 



= +i (1=1, 2,.^ If) 



in cui 9j ^ una funzione lineare ed omogenea di Fj e delle sue 
derivate della forma 



d^F 



d Xr^ d Xf^ , , . d Xrj 



(I :s: H) 



e della forma 



d'F 



d Xf^ d Xf^ , . . d Xrj_^ 



[O^n), {r,j£r,j6... ^ )]. 



e ^^ i similmente una funzione lineare ed omogenea di F^ e delle sue 

^F d'F 

derivate della forma -r — ^ 5 — e della forma 3-1-3 3- — • 

OXrfiXr^ ... dXf^ dXr^OXf^ ... OX,i_^ 

Se osserviamo poi che tutti i determinanti delle due specie : 






Xf^ Xf^ Xf^ ... Xr^ Xri 



Xr^ Xf^ Xf^ Xr^ . . • Xr^ Xf^ 



Xfi Xf^ Xf^f^ , , , Xfj Xf^ 



Xfi Xf^ Xf^ . . 

Xfg <*rj Xf^ . • 



n 



Xf^ Xr^ 



... Xf^ Xff 



sono anch'cssi generalmente diversi da zero, risulta che sari sempre 

possibile di ricavare dalle cquazioni (FJ)j (F^) , per mezzo di con- 

venienli derivazioni e sostituzioni, Ic derivate di F^ e di Fg della 

d'F 
forma ^ ^ ^ ^ espresso lineamiente per Ic derivate della 

d X^^ O Xr^ . . . d ^r/_, 

d*F 

forma ^ 3 — (h ^ /) e per F; per cui anche le funzioni 9. 

O Xf^ . , , O Xrjf 

c ^. si potranno trasformare la prima in una funzione lineare ed 
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omogenea di Fj e delle derivate di Fj della forma ^ -^y (/ -<:^ n), 

la seconda in una funzione lineare di Fg e delle sue derivate della 
forma j- 5—- (/ ^ n). 

Abbiamo cosi dimostrata Tesistenza di tutie le equazioni come 
le (7) relative ai due sistemi (FJ), (Fg); per cui se ammeitiamo die 
le u (ossia le ^) sonotutte indipendenti fra di loro, avremo che le (8) 
relative alle equazioni (F^), (F^) si ridurranno a tante identiti. Ora 
noi conosciamo due funzioni che soddisfano rispettivamente alle equa- 
zioni differenziali del primo ordine relative ai sistemi (F^), (F^), 
qaeste funzioni sono precisamente F^, F^; quindi esisteri per cia- 
scuno di questi due sistemi un sistema di equazioni come le (9), e 
per le i|)otesi fatte suUe u, le (10) si ridurranno a delle identiti; 
anzi possiamo dire che in questo caso le equazioni (7) coincidono 
con le (9), cio6 le equazioni (7) sono cohipletamente integrabili cd 
il lore integrale generale ha la forma (cfr. § 7) : 

F= A^F^ + A^F^+ ... + A^nF^„. 

Arrivati a questo punto non ci rimane che a mostrare Tcsi- 
stenza di 2" integrali particolari indipendenti per ciascuno dei si- 
stemi (F^), (F3); perchi allora avremo provato che tutte le u (che 
non possono essere piii di 2") sono indipendenti tra di loro. 

Incominciando dal sistema (F^) osserveremo che, fatto 

^ • 

F = ^' ... xt'F [R(\)>0]O, 

ottemamo un nuovo sistema di equazioni differenziali in F', il quale 
si riduce facilmente alia forma del sistema primitivo (F^), dando alle 
indeterminate X^ , \i . . . \ valori convenient!. Come si pu6 verifi- 
care , i sistemi di valori che bisogna dare alle >., , \ ^ . . \ sono 
quelll indicati nel seguente specchietto : 



(•) II simbolo R{A) significa la parte rcalc di A, 
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O . . . ^ j 

I — Y, O . . . O 

1 — Ya O • • • ^ 

O O O . . . I — Yi 

I — Yi ^ — Ta ^ • • • ^ ^1 

o i-Y. ^— Y3 • • • f n(n— 

1.2 



o o o . . . I — Y,^-, I — T. 

I — V. I — Ya I — Y, • • • I - Y« 1 I 

supposto iJ(i — Y,)> ^(i — Ya)> • • • ^(i "- yO > ^i sicchi indi- 
cando con A^y J^y ... J^n , 2" costanti arbitraric , avremo per il 
sistenia di equazioni (7) relalivo al sistema (F^), ossia per il sistema 
(F^) stesso, rintegralc : 

F m A^ Tj (a, p, J Pa > • • • Pm > Yi ' Y« > • • • Yw > ^1 > ^a > • • -^n) 

-f- ^a ^I"^' X 

XF<(«-ri— Yi> f^, + i-Y.> Pa>-..P«> 2— Y,, Yi>— Y.> ^.> *i>---^.) 



(12)^ XF^ (a + i— Y. . P„...P^„ fi.+ i-Y-' Y,vY-.> 2— y„ x„ *,, ... xj 

X F /ci+2—\'.—y„ ^,+i—y„ P,+ i— Y.. P,.--^. 2—7,, 2~y„...y„ x„ x, 

4- 

i + A,„x\-t' ... x],-('X 

\ 
\ 

iXF^(a+»— Y.— ■••— Y«. P. + i— Y.«— P.+i— Y.> 2— Y,.--2— Y.. *„ Jf„...Jr, 



SULLE FUNZIONI IPERGEOMETRICHE A Plli VARIABILI. IJJ 

Per dimostrare die gli integral! particolari die entrano in questa 
formula sono tutti indipendenti tra di loro, facciamo x^=x^=..,=zx^p=zo. 
Avremo : 

F=A^Fj((x, P., . . . P^, Y, , . . . y,, 0, 0, . . . o), 

che non pu6 esiere uguale alio zero; per cui intanto Tintegrale par- 
ticolare affetto dal coeffidente A^ i indipendente da lutti gli altri. 
Consideriamo ora Tespressione : 

+ . 

+ ^.Jc;-Ti...ri-if-x 

X P A^+»—ti -Y»— '-— Y» Pi+i— Yi>-P-+i— Y«> 2— Y.>...2— Y«> ^i> x,,...x^ 
e facciamo Jf, = i, Jif, = jifj^ ... =*, = o. Avremo evidentemente : 
-^»^^( «+^— Y. » P,+i-Ti' P,.-"P.» 2— Y„ T..-..Y.. I. o. o,...o) = 

-4 r(2-Y.)r(Y.-x.-p.) > 
-^» r(i-«)r(i-p.) <°' 

quindi an che I'integrale particolare afFetto dal coefficiente A^ h indi- 
pendente da tutti gli altri. 

Cosi seguitando, i chiaro, che si arriveri a dimostrare appunto 
che tutti gli integral! particolari deirintegrale (12) sono tutti indi- 
pendenti tra di loro. La formola (12) rappresenta quindi Tintegrale 
generate delle equazioni (F^). 

Passando al sistema (Fg) vediamo che per trovare degli inte- 
grali particolari non possiamo servirci del metodo precedente , in 
causa della forma dei coefficienti delle derivate seconde miste; faremo 
per6 vedere come tale sistema possa ridursi con artifki semplicissimi 
al sistema (F^, di cui conosciamo gi^ Tintegrale generale. 

Posto : 

^_ I I _i_^ 
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il sUtema F^ diviene : 

"^ ^' ^'^^ api;; "^ •*• ■ ^'^'dXM, 

+ IK2 - y)$. 4- a, + ^ - i]-|^ - «. p, F= o. . 

(l = I, 2, ... If) 

Facciamo F=:$^»$J* . . . ^^'F' e, dopo fatta questa sostituzione, 
dividiamo per ^)^^\* ... 5i*. Si vede facilmente che, le n nuove equa- 
zioni che cosi si ottengono, si rendono divisibili rispettivamente per 
5,> 5,, ..• 5« prendeijdo 

ovvero 

Aj zz: Pj , Aj irr: p^ , ... A^ r:: p^. 

Prendcndo per \, \y ... \ il primo sistema di valori, avremo : 

K r o* F' ' ^ y a r 

d F' 

— **<;. 3^ - ... - "ifi^-ji— - "•'^■+'8^ ~ • • • 

dF' 
... — «A 37- — «((*, + ... + «* — Y + i)^' = o- 

(1 = I, 2, ... «) 

Qxieste equazioni sono simili alle equazioni {FJ); supposto quindi 
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R(fi, — «,)> o, ... R(^„ — *«)> o, avremo per Tintegrale gene- 
rale del sistema Fg : 

X Pj ( «.+ ... +«.— Y+i » «„ ... «„ a,— p,+i, ... a,— p^+i, 2_, ... ij 

X F^ fp. +«.+...+«.— Y+i , ?., «,>...«„ P.— «, + !,... a,—p„+ 1, J-> — -7-) 
-{- 

y 

X f^( «.+.-+«..-.+P.— Y+^ «,.— «<H-,. ^.o « ,— P,+i.^-P.— «i.+i. •^^'—T") 
+ . . • r 

9. II metodo che abbiamo tenuto per lo studio delle equazioni 
(FJ), (Fj) non pu6 applicarsi al sistema (Fg); potremmo per6 trattare 
questo sistema di equazioni nel modo generale indicato per le equa^ 
zioni (i). Ora quel processo tichiede^ come h chiaro, che sia noto il 
valore numerico di », per cui se si vuole studiare il sistema di equa- 
zioni (Fc) per n qualsiasi bisogna tenere qualche altra via. 

Per questo, ridotto il sistema di equazioni (Fq) alPaltro equiva- 
lente : 

d*Fr d'Fc 



J^Fc 

• • • 2 Xf Xg ' 



dx,dx. 



.aFc 



iSc) ' • • Y»\^ *i *» • • • *<J i v • • • 

dF 

. . . — (a + p + I — Y,)*,.^ — . . ♦ 

...--(« + {4 -h I - Y.)*.-5^ — 
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incominciamo a scrivere alcuni suoi integrali paiticolin. Con un pro- 
cesso perfettamcnte analogo a quello tenuto nel caso del sist^ma (F^), 

posto if (i — Yi) ^ ^» • • • ^(' — T-) > ^> s^ trova per il sistema 
(F^ Tintegrale : 

^c( ^~^^ — T« > r~ri Yi > 2 Y,, Yu ••• Y«> 'i» "^a* ••• '^•z 



+ ^^. *!"^' -v;"^ X 

'X^c(«-i 2— v.— T.' P-2— v.— T.' 2— v., 2— T.. Yi'— r.' '..Jf,.-"*0 



+ 



X f'c V^-rW Yi • • • Y" ' r ~" ^ Yi • • • Y« ' Yi'*""2 ^T"' •*!»•••*»/• 

in cui le 2" funzioni affette rispeuivamentc dai coetficienti A„ ^„...yl,„ 
sono 2" integral! particolari delle equazioni (F^ tulli itidipenJenli tra 
di loro. 

L'integrale (13) e Jella forraa : 

(14) F= ^,f, 4- ^.F, — ... 4- A,,F^,, 

e derivando, si ha : 



/ 






aF.. 



+ ... +^..^3^ 



(t)). 






d'F 



= A. 



d'F. 



dx, dx, . . . dx„ "''dx^dx, . . . d.v, ,4 
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(i6) 









dx\dx—/*'dx]dx^^^^'dx'^dx^^ ••• ' '"dJCfdAT, 






dx^dx^ ... dx^ 'dx]dx^ ... dx, 

^'7->' + ^»a;fjd*, ... a*, + • • • + ^'"a*:d*, ... a*. 



d"*'F ._ ^ a"+'F, , 

r 






• + -^1 "tt: 3rr — nr + • • • + -^a 



dx, ... dJc^.d^ ^ • • • • d.r, . . . djf„_,dx* * 

Le funzioni F, , F, , ... F,« sono , come abbiamo osservato , 
indipendenti tra di loro, per conseguenza il determinante : 

dF, a/^ dF,n 

a*, a*, . * * ■ a*, 



dx^dx^ ... dx^ dx^dx^ . • . a JC, ' * * d *. 



non £ identicamente nulio> perchi in contrtf* 

Rend. Circ, MaUm., t. VII, parte i\ — Stw* 
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n"* 6) le fimzioni F, , F^ , ... F^ sarcbbcro legate ixA di loro da 
una relaziooe linearc della fonna : 

C, F, + C, F, -r • • • -r C,« F^ = o. 

Possiamo dunque dalle (14), (15) ricavare le ^, , A^j ... A^n 
in funzione di F e deiie derivate di F ddla fonna (j)^ e sosdtuirle 
pen nelle {i€)j (17). In questo modo otteniamo un sisCema di equa- 
zioni differenziali [che chiameremb il sistema (16)', (17)^ tale che 
tutte le derivate della fonna (4) sono espresse lineannente ed omo- 
geneamente per quelle della forma (5); allora il suo iotegrale gene- 
rale non*potri contenere piu di 2" costanti arbitrarie, e per conse- 
guenza szt\ I'integrale (15). 

Ora I'integrale (13) soddisfa alle equazioni lineari (F^), esso £ 
inoltre I'integrale generale del sistema [(16'), (17')], quindi (vedi: 
Bourlet, 1. c. Parte i*, Teor. V) le equazioni (F^ sono una con- 
seguenza algebrica delle equazioni [(16"), (17O]; ^ se si ha riguardo 
alia forma delle equazioni [(i6)% (17)'] ed a quella delle equazioni 
(JPc)y possiamo senz'altro dire che le equazioni (F^) non sono in 
fondo che le equazioni (i6y. 

Risulta allora che le (17)' sono quelle equazioni che si otter- 
rebbero dalle (F^), ossia dalle (F^), col processo generale indicate 
per il sistema (i). Concludiamo quindi che il sistema di equazioni 
alle derivate parziali del 2** ordine (F^), ammcttc un integrale gene- 
rale che dipende da 2* costanti arbitrarie, e questo integrale gene- 
rale k appunto dato dalla (13). 

10. Passando al sistema (F^,) si ha che vengono ad eliminarsi 
un gran numero di funzioni p assieme alle loro derivate della forma (6). 
Intatti se si derivano le sue equazioni in modo die quella scritta 
venga derivata rispetto ad x, , x, , . . . x-_, , x^^^ , ...*«, otteniamo 
n{n — i) equazioni del 3° ordine, due delle quali sono: 

'^ *^dx\dx^ '^ '^ ax^dx^dx^ 



x^x 



d'F 



dx^dXf^^dx^ 
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... + *,(i — x,)-^—^—^— + (i — x) 



dx^dx,,dx^ ' ^ ''■'dx^dx, 
S'F ii*F 

• • • P' *-' a *^. ax, • ''' •'''♦' a x^, a a-, 

_■ dTF . a'F 



• • • 



axj ••• ''•"•ax„ax. 



• • • 



'^ ''axjaxj "^ ''ax,ax,axi 

. . . +A-,(l— X,) + . . . +X,_,(l —X,) 



ax.dx; ' • • ' '-v "ry ^^^^^_ 3^. 
-i-x^.(i -^-) ax,allaA- + • • • +"-«(^ — "-^ axjxSx. 



ax,ajri ' ••' V ■ fr , y 'Jax^ax^ 

P*" "^1 Ji *- ^ V • • • Yr^i "TT* ' ' • Pr -^r 



-ft _^!£__ -P a'F ^ bF 
^''*'dx^,dx, ■" ''''"ax„ax, '^'ax^ 



Moltiplicando queste due equazioni rispcttivamentc per i — x,, 
I — X, c sottraendo otteniamo : 
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)* F r d* F 

!^(,_._o(x.-x,)-^[(x,_.:)^ 



a; 






«5^ , ft ^^ 



e sempliticando : 






cioi : 



da cui : 

. . a»F , „ aF ^ dF 

<''-^')aiJ:a7,+ ^*5:?:-^'a:^^°- 

fl ^ff -I— T ^ 

Siamo cosi condotti ad un sistema di -^^ — ^ — ^ equazioni dif- 

1.2 

ferenziali della forma : 

in cui i cocfficienti « sono funzioni di x, , x, , ... x^. 
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Lc condizioni di integrabilitd di questc equazioni sono : 

(18) "^r^ ax, ^ '") _ "^y^rs ^^^ -t ...J 



Se poniamo F=:u^y ^ — = ^, > • • • ^ — = ^» > ^1 sistema di 

equazioni alle derivate parziali del 2° ordine (F^) si riduce airaltro 
del I*" ord[ine : 

(19) §f -«"'«o + 4'\ + . . . + «j:^«., 

(r, f = I, 2, ... n) 

e perchi queste equazioni siano completamcnte integrabili bisogna 
che si abbia : 

d(<4^u, + 4'>u, + . . .) ^ d(oi^^u, + a^^>^, + ...) 
dx^ dx^ 

ossia che siano soddisfatte le condizioni (18) poste per il sistema (F^). 
Ora le equazioni (FJ,), scritte effeltivamentc sono : 
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(x, — X,) ... (x^ — X^,Xx, — A.„.,) .-. (x^ — .V.) jp 

+ [t(** — *.)••• ix, — .v,_,)(*, — x^,) . . . (a. — x^ 

- (« + Pi + i)j^ + (« + p, + 1 - p.)j^-rj>^. + . . • 
... -f(a + p, + i-po^r'A-. 

- (« -f P, + I - p. - Po-vr'AT.*, - . . . 

•••-(« + p. + I - p.-, - PJ A-r A-._. :r. + . . . 

- + (- o'(«+p.+i-p .- ... -pi-.-p,H- ... -p.)*. ... X, 

- (P. + PO*.^,-vr' - ... - (p.-, + P.)Ar..,^.xr' + ^ . . 

^^°^ + (- »r'*. . . . Av^'-'CP. + p. 4- . . . -i- P,) -^ . . . 

... +(— 0*"XP.+ ... 4-?i-,+P^.-r ... +P>, ... av,Vh, ... Ajg^ 

— p, j:, (i - x;){x, — X,) ... (x, — Xt^)(x, — x,^,) . . . 

dF 

... (x^ — X^)^—— ... — ^A,(l — X;)(X, — X^) ... 

dp 

• • . i^i — x,^x)(^i — ^"j+t) . . . i^i — •^— -j^^^j — ^^X^i — -O* • • 

. . . (x, — x^)F = Oj (i = I, 2, . . . «) 

(f ptf r, X, r = I, 2, ... It) 

e si pu6 verificare che esse soddisfano effettivamente alle condi- 
zioni (i8). E poichi le equazioni (F/,), (FJ,), (19) sono equivalent!, 
risulta che se F^, , F, , ... F, sono « + i integrali particolari del 
sistema (F^) e >4^, -4, , ... -^^, « -f i costanti arbitrarie, Tintegrale 
generale delle equazioni Fjy sari : 

F=A,F^ + A,F, + ... +A,F,. 
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Un integrale particolare delle equazioni Fj^ , oltre a quelle che 
Sii conosdamo, si pu6 trovare net seguente modo. 
Facciamo nelle equazioni (20) la scstttuzione : 

(21) AT, = I — 5, , x^—i—l^^,,,x^=i—l^. 

Otteniamo dopo alcuue semplidcazioni facilissime : 

(I, - 1,) . . . (5, - 5.-.) (5. - 5...) ... (5. - U^ 

+ [(* + P. + • • • + P. + I - Y)(5i - $,) . . . 

... a - 5^.)(5. - ;...) ... (5. - 5.) - (« + P< + i)$; 

+ (« + Pi + i-W5r'5. + .:. 

... 4- (- ir'CP. + - -F Pi- + p.*. + -. + p.);. ... C5*+. ... 5.]|^ 

... - ^5.(1 - oa. -$.)... (s. - u)§f 

"II 

— aP*(5i — ;,) ... (;i — ;J^ = o = 1,2, ... n) 

(r ?tf r, X, r = I, 2, . . . «) 

Questo uuovo sistenia di equazioni e perfettamente analogo al 
sistcma (20) da cui siamo partiti; per cui, tenendo conto delle (21), 
avremo per il sistema (F^) Taltro integrale 

Fj^^, P., fi»...p«> « + P, + ... + P» + I — Y> I— -^P ^—^ly ••• I— 'O 

Altri integral! delle equazioni (F^,) non ho potuto trovare; pero 
credo utile far vedere come la integrazione di dette equazioni si 
possa ridurre, per mezzo della trasformazione di D u B o i s-R e y m o n d 
(Vedi : Goursat, Lemons sur les Equations aux derivies partielles, 
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Chap. II) alia integrazione di un sistema di equazioni difFerenziali 
ordinarie , e come i due integrali noti possano servire a diminuire 
il numero di queste equazioni. 

Facciamo per questo nelle equazioni (19) la sostituzione : 

Si trova, come 6 noto, un altro sistema di equazioni siniile ed 
equivalente al primo, e questo nuovo sistema di equazioni sari tale 
die se si considera (Cfr. Bourlet, 1. c, Thcorime III) il sistema 
di equazioni difFerenziali ordinarie : 

du 
du. 



(22) il. 



'- = A[u^ + ^;«, + ... + ^>, 



^ = 4-^«„ + ^^"^«. n- ... +4'^«., 



dedotto da esso col prendere quelle equazioni in cui la derivata che 
vi compariscc 6 pres*a rispetto a 5, > Tintegrale generale di questo 
sistema di equazioni ci dari I'integrale generale del sistema (19), 
che sari anche quello del sistema (F^,). 

Siccome poi conosciamo due integrali del sistema proposto, cosi 
(Vedi : Jordan, Cours d' Analyse, Vol. Ill; Cap. II, pag. 138) le 
equazioni (22) si potranno ridurre ad n — i solamente, a meno di 
alcune quadrature. 

Definizione deUe fu^iziont ipergeometniche i^er integraH 
definUL — Relaxioni che legano qveste funzioni^ 

II. Alcune delle funzioni ipergeometriche da noi stuJiate si 
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possono esprimere per mezzo di integrali definiti. Cosi sviluppando 
per le potenze crescent! di x^, x^, , . . x^ respressioiie : 

(i — tt,^, -r- ... — w,Ar,)-», 
avremo : 



•»i^n (i.w.) . . . (i.mj ' 
. . . <" Tii?**"'*-^ (i — tt.)T»-P'-' d «. ... 

, . . f t^""-' (l — «.)T«-P»-' </ M„ 

(23) _ y («.w. + . ■ • +tn,) ^. 

m 

r(p.) ... r(p.)r(Y , - p.) . .. r(Y.- ft ,) (ft,. »/.)... (ft,. >«.) 
'•■ • "" r(Y.)r(T,)...r(Y,) •(y,.'«,)--(t,"0 

_ r(ft,) . . . r(ft,)r(Y, - ft.) ... r(Y- - ft-) ., 
" r(Y,)r(Y.)... r(Y,) ^ 

X * ^ v*> rii ra> • ' • ruf Ti> Yu • • • Yii> "^i? ^ty • • ' "*^ny« 

Aualogamente sviluppando Tespressione : 
troviamo per 



(•) D(p9 q) iadica qui il notj integrale Eulcriano di i* specie. 
R^nd. Ore, Mutem.j t. VII, parte i*. — Stampato il 28 agosto 1893. 19 
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tf, ^ o, «#, ^ o, ... a, a o, i#. + Ha -r ... + «•• '^' »» 

// ••• /"^"^a*" • • • ^J-^'C^ - ^''«)"^' • • • 

... (i — tt.*0"P*(i — tt, — ... — ttO^^»""""**"'rf», du^...du^ 
-.l^,(i.w,) .. . (i.m^) ' " " J J "J ^ 



_, y (P,.m,) . . . (fi..m^) ^^ 
(24) y-, r(Qe, +m,)... r(g, + m,)r(Y — g,— ... — O 

_. y (P,.w,) . . . (p,.wj jc*i . , , 
-P"-« (i-^O • • • (I'O * 

y>K. ^(^t) -■ r(a,)r(Y — g, — ... — g,) (g,.m,) ... (g,.w,) 

iXy) '(y.w». + ...+w.) 

_ r(g,) . . . r(g.)r(Y -«.-...- O ^ 

X * if v*! > *a > .••*■> Pi > Pa > • * • Pn > ][,> ^i > 'a » • • • ^nj* 

La funzionc F^ si esprime per integrali nei due seguenti modi : 



I 



(25) 



«»-' (i — a)ir-«-' (i — ux,y^' ... (i — ux^-^du 
_ y (P..OT,) . . . y..w.) ^.. 

Jo 

_ y (P,.w.) . . . (Km.) ^.«. 
-— ., (i.w.) . . . (i.»0 ■ ' 

. . . x':B(x -i- »«, + ... H- »«■» Y -~ *) 

_ y (P..W,) . . . (fi,.w.) ^.«, 

,.-. L(fO£(Yllf) («•>». -r • • • -1- w,) 
••••'■ r(Y) • (Y."'. -r . . . + m.) 

_ r(«)r(Y-a) , . « a Y A- X *^ 
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•.|4;;.,(i.^,)...(i.'wJ ' '" " J J "J ' 






N 



r(P,)...r(p,)r(Y-P-...-P») (fi.. »/.)... (P,.w.) 



r(Y) * (y-'». +•••+'«.) 



supposto : 

«, ^;s:r O, tt, ^ 0, . , . M„ ^ O, «, + W, + ... + U„ ^ I. 

* 12. Le funzioni ipergeometriche sono generalmcnte legate tra 
di loro da un numero estesi^itno di relazioni ; nia noi nc ^A^jemo 
qui soltanto alcune che riguardano piu spccialmente le funzioni 

PsHte di qu^ste rdazioni si deducono immediaiamente dalle for- 
mule trovate nel § precedente, cambiando le variabili di integrazione. 
G>si facendo nella (23) success! vamente : 

tt, = I — u\ ; u^— I — u,; ... «„=! — <; 

tt, = I — K > u,= i — u[; ... u^^ — I — fC , u„=i — u[\ 



/ 



tt, = I — tt, , tt, = I — ttj , ... w^ = I — tt. , 



otteniamo : 
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^ — -^'J ^*-^l *> Yi i^i> i^a' ••• r«> Ti> •'• Y«> ^ J > I— Jc"* "' I X ) 

=^(i--A*J"*r^f a, p,, ... ,i^,, Y« P„, Yp •••Th> j '^ > ••• j_Lv » j^ j ) 

=:(r -.V, .\\) ^\A^ Vi f'i> Ya i^aJ rj> ••• Pii> Yi> ••• 

»......•••.•......••«■.•■••••••••••• 

^(^ -^'i*— I -^J -^Ifl' '^i' *** »^M-J' Y»-i r«— 1> Y« rnJ Yi> ••• 



~(i—x^..,—xX^Fj(cL, Y,— f^P ••• y—K Y.> ••• 



■Vi a;, \ 



La (2)) ci di, dietro la sostituzione uz=: i — u\ 

Pn(^> {i, > • • • P,i » Y' ^. ' • • • -O = (i — •^*,)"^* • • • 
• • • (i-~0""^''^^i)( Y — «> P. > . • . fi«» Y> 74r7' • • • X — i )' 

e la (26) per 

tt. = I — w; — w; — ... —u^, u^ = n[y ... //, = ul ; 



ff. = I 



H 



«. — «.— • • • — "-' ". = '< . • • • ««-, = K-, 



f 
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ci dk : 

^D (*> Pi > ' • • rii > Y.> 9 "^i > "^a > • ' ' ^n) 

^(i-xX'FoU Y _ p, _ . . . - ^;, p., . . . 

• • • p.> I' ^^ _ I ' X.— I ' • • • 1?;^:^"; 

= (i — Af,)-«F^^a, p. , . . . P^, , Y — p, — . . . 

Altre relazioni si ottengono particolarizzando alcuni degli ele- 
menti che entrano nelle nostre funzioni ipergeometriche. Cosi posto : 



W»_, + ^^M = ^> *, = ' ^.-i > 



abbiamo : 



X F(p. , - 1, - P^, - I + I, 0<^ - <-, > 
e qiiindi per f = i : 

-^ (Y.w,+ ... +w^,Xi-^O--(i-0 " (P--I-0 



«— I 



che ^ una funzione ipergeometrica ad » — i variabili della specie Fp, 
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Analogamente si ha per a:^, = a:,_, =z a:, : 

= F(a, P., . . . p^3 , p^, + p_. + P., Xi -V, , . . . A..,, x^, 

e finalmente : 

Fd(5, p., ... P., Y^ -^^ ... \) = F(^> ?. + P, + ... + P., Y» ^i)* 

che & una funzione di Gauss. 

Se si ha poi Y — a — p, — ... — P. > o, potremo scrivere : 

F U & 6 V I n- r(Y)r(Y-«-P,-...-P,) 

La funzione Fo(a, p, , . . . P., y> ^i > • • • -^n) ^^ luogo an- 
cora aU« segu^nti relaziooi : 

C/- ft ft V V V ■^ X- (*-"'t + --+"'«-tXPi>"'i)---(P— ■•"*—■) V 

rrK^y ?„...?., Y. ^■♦•-^-'^2. (Y.w,+...+m._,Xi.f«.)-.-(i-'».-.) 

e se : 

Y — « — P. > o. 
poich^ si ha : 

F(* + »i, + ... + m^, , P. , Y + "'i + • • • + '»,-, . i) ^ 
r(Y + »i. + .., +,«^,)r(Y-« — fi,) 
r(y- a)r(Y - P. + w, + ... + m^,) 

_ r(Y)r(Y-a-p .) (y.w, + ■ . ■ + >*_.) 

- r(Y - «) r(Y - p.) ■ (y - p.-*". + . . . + «.-.) ' 

risuita : 

^Dyh P|>...Pi|i Y> ^ty'^M^ii ^/ 

r(Y)r(Y-«-fi,) ^ («.»,.+... +w^,XP,.»i.)...(p._..w^.) 
r(Y-«)r(Y-p.)^ (Y-p,.wi.+. . . -i-«^ J(i .w.). ..(!-«_,) ' •••''— 

r(Y)r(Y-«-P,) p.^ as y_s v v ^ 



SULLE FUNZIONI IPERGEOMETRICHE A Plij VARIABILI. IS I 

Similmente, se i soddisfatta la condiziooe 

Y - « - P,-. - P. > o, 
otteniatno : 

-?/)(*> P.>— P«> I> ^ii--^— a> i> 
e finalmente^ se y — * — Pa — • • • "^ P« > o • 

- r(v_a)r(Y-H--...-PO^ ^" ^ ^' ■■^^'' '■'' 

che per ;c, = i, ci di il valoire precedentemente trovato di 

Pd{<^ P, > • • • P«* Y> ^> i> • • • 0- 

13. Abbiamo visto nel § 8 come I'integtule generate del sistema 
di equazioni (Fg) si possa esprimere per funzioni F^; ora essendo la 
funzione ^bC*! > • • • *« > Pi > • • • P« > X» *i j • • • •'^•i) ^^ integrale 
particoiare del sistema (F^), ci si pu6 proporre di trovare a quali 
valori delle costanti ^, , A^^ . . . A^n nelia formula (12)' corrisponde 
questa funzione. 

Per non andare incontro a dei calcoli troppo lunghi, ci limite- 
remo alia ricerca del valore della sola costante A^ y i valori delle 
altre costanti potendosi ottenere in modo del tutto simile. 

Constderiamo per questo la funzione 

sotto la fomia : 



(Y-w, + . . . + m^^)(T.m^) . . . (i.w^,) 
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ed applichiamo alia funzione -F(a^, P,, Y + '''i + • • • + ^•-u O 
la formula di Gauss (*) : 

f(«, p, Y, ,)=(_*)-. J^fcgiT^a, a+i-y, a+i-^, ^)+... 

Si avri evidentemente : 

f («.» P.> Y + «. + • • • + "»— . » *.) = 

— r_ a: ->-«. ^(y + >».+ ■••+ >«^,)r(p, - g.) 

— ^ •'' r(y - a. + «, + . . . + w^,) r(p^ ^ 
e quindi : 

•• fll*i> ••• *«> ri> ••• rii> Y> ^i> ••• ^«/ 

J- \-a. r(Y)r(p,— g,) X- («.•>».)— («,>»..)(P.'W.)-(P.--'".-.) 

"^ r(Y-«.)r(P.)^(Y-g..m,+...+m^,X«.+ i-P..»».) ^ 

^ (i.m.)...(i.«.._,Xi.m.) ''' •••''-' <-+•••• 
ma (•♦): 

(«.+i-Y-'«.---'«»-r"0- — (y- a.-_,„.:«;+:..+m_,) 

quindi : 



(•) Gauss, W^rke, Disquisiriones generales circa seriem,..; § 49, for. (98). 

(••) Se r, X, t sono tre numeri interi ed a ^ un numero qualunque si ha in 
gencrale : 
r.-Lr_. ft - IX'^+r-f+O _ r(a+H-0(-a-r+i. ^ (o+r. 0(-g-r+i. f) 
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=^ *J r(Y-«,)r(p.) ^ 



.'y (''■•'"■)-(''-»-"''-»X«..->».XP.->".)-({^..-»-»'^»X««+i— y-*".) >,^ 

Applicando nuovamente la formola di Gauss si ottiene : 



= (-*-■) 






X 



xZ 



(«.-. •»'.-,X«..-i +«.+ 1— Y+ffl,— w.— . ♦ .—m^.m^,) 



(.<^n-, + l—^n-,'t"n-.X^-mn-t) 



7 !•••> 



e poichi : 



(a,^i +«n+ 1— Y+^-— ''^— • • •— '''-a-^-.) 



si ha ancora : 

V y («._.->».-,X».^i+''.+ I—Y+»'«-»»^.XY— "■.—"'■♦"'■+— +»«^,) _I 

e quindi : 

* B\*i> • • • *««> Pi> • • • P«> Y,' ^i> ^«> • • • ^n) 

^/ „ N-^-. / ^ w. r (y) r (P, - «.) r (p,_, - a^.) ^ 
L -.; ^ "^ r(Y-«^.-«.)r(p^.)r(P.) ^ 

i^^mf. Cw. Maiem.y t. VII, parte i*. — Stampato il 30 agosto 1893. 20 
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y (a..i«.) ... («..wi,)(fi,.w.) ... (^^.ffl^,) ^ 

-—«_!_ -L -u — 

• • • • ^m * JB- ,' • —_ I • • • — 



jc!"»r« x' 



n 



-t ^^J t ^J r(Y - g_ - gj r(p^.) r(PO ^ 

- I I . 



SeguitanJo in quesla fomiola a fare le solite trasformazioni, h 
chiaro che si arriveri alia relazione : 

■*B\*i ••• *«> Pi> ••• P«> Y> ^i> •••*«/ 

_ r_ /r« r- x ^^ r(r)r(P.-«.)... r(p.-«,) 
-(. '.; —t *«; r(Y -«,-...- «o r({J,) ... r((i.) >^ 

y- («,.ffl,) ••• («..>«,X«i +..•+«.,+ I — Y-'"» + ••• + "O w 

X f(«,, fi„ Y "~ *» — ••• ~ *. — '"i — ••• — "»„ *,)-;: ... -sr, • 






Ma per la solita formola di Gauss si ha: 

/ y \-a, r(Y — g, - ... — g, — w, — ... — w,) r(^, — «,) 
^ '^ r(Y - «, - ... - «« - ///, - ... - mj r(P,) 



X 
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Pfx^y «, + ... +«, + !— Y + ^'^a+--- +^«M> a. + 1 — P,> Y'] + '" 

-^ ^^ r(Y- «.-...- a.) r(f5.) 

X (^' + -" + «!. — Y + i'^^^ + -' + ^O 

(«, + ... + «n — Y + I-^a + ••• + ^O 

^ (a,.w,X«, + ... + «« + I — Y + w, + ... + m^.m;) ± ^ 



I • •• > 



quindi finalnientc : 

* B\*i> ••• *«> ri> ••• rii> Y> ^'i> ••• "^jj 

v- (a..OT.) ... («,./«,X«.+ -. +«.+ !— Y.OT.+ >•• +»«,) J_ J_ , 



M 



Sicch^ alibiamo le seguenti forniule : 

^s -V U r(p ) ... r(fjj r(Y - a. - ... - gj ' 

^ . ,^-«-..--.■■ r(T)iX^.-i^.)r(p,-«j...r(p,-«,-) 
^'-<> 'J r(«.)r(fi,)...r({JjiXr-{i,-«,-...-«„)' 



-^.+.-^ U r({J,)...lXfi._,)lXaOr(Y-a_...g„__{JJ' 



^ -f .y^.-..^ iXY)r(«.-^.)...r(g,-p,) 
'— ^ >> r(«.)...rK)r(Y-|j._...-pj- 



lyS G. LAURTCEtLA. 

14. Uq' ipplicaztone importandssima dello studio delle fbanoQi 
ipei^eomelriclie risulta imanto dal fatto che lutti quei sistemi di 
equazioni alle dcrivatc paniali del 2" ordJne, i quali si possono ri- 
durre ad avere la forma di uno dei sistemi che dclimscono tali fun- 
zioni, si integrano subito. G»i Appell (I, c. § ij)> scrvendosi dei 
risultati ottenuti per ia funzione F, (a, p, p', y. T'» ^> y)> '^^ g'' '"'«- 
grali generali di due sistemi di equazioni ditTercnziall alle derivate 
parziali a cui soddisfano rispettivamente le due funzioni U e /^ di 
Herraite, Vedrcmo qui ora, che la medcsima cosa pu6 farsianche 
per le funzioni t/_^f _«.,., ^^m;^/'... introdottc da Di don (Anna- 
les de Ecole Nonnale Suptricure, t. V). Indicaodo con t/,,...,,, Z^/,..^ 
le due precedcnti funzioni di Didon, Ic equazioni dilferenzialt a cui 
esse soddisfano, saranno rispciiivamente (Cfr. Didon, I. c) : 






3" £7 
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Se si (a : 

5, = Vx,, 5, = |/?,, ... L = Vx,y 
le precedent! equaziooi divengono : 



I ^ "I 



a* u a* t; 



*l ^i^., ;x ^ ;i ^ • • • "^'j ^M :i _ :i .. + 






2 'dx, '** 2 '"'3;c 



<-i 



A+i ^ at; /'i+i ^aa 

2 **'ax^^. ■*' 2 "a*. 

_ /_/>.+ .^-- +/'»)A±i £7=0. 

(i = 1, 2, . . . n) 

. _ ..a*r _££__ a*r 

■^ L~ " \ ~^ + V"Ja3^ - 

-pi^y -p. dv -p. dv 



"^1 Ji *. • • • ^ *i— I Ji <,^ -, -^i 



2 "a^:, ••• 2, *-a:c^, 2 *a;c*<., "• 



--Pix^- / A+ ... +j>. + t^ V-M !._ 

2 -ax. 



(l= I, 2, ... «) 

Quest! due sistemi di equazioni sono appunto della forma del 
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sistema (F^), e noi possiamo scrivcme gli intcgrali generali, poncQilo 
succcssivamente neirintegrale (12): 

a_ , p,__— , ... 

a — ^IL+I Y —V — —V — -L- 

• • • ?n ^ > Ti Tl • • • !■ 2 * 



2 



ft --£1 
> P.— 2 



• • • P« — ~ 9 Yi — Yi — • • • — Y« — 2 



Pisa, giugno 1893. 

G. Lauricella. 



Correiioni aggiunte dall'Autort dopo la revisionc delle prove di sUtmpa. 
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LA RAPPRESENTAZIONE SU DI UN PIANO DELLE CON- 
GRUENZE DI RETTE DI SECONDO ORDINE DOTATE 
DI UNEA SINGOLARE; 

Nota di D. IMontesano, in Bologna. 



Adttnft&zft del S) Ittgtto 1893. 



Per tutte le congruenze di rette di 2** ordine aventi semplice- 
mente superficie focale> si conosce la rappresentazione univoca su di 
un piano. Devesi al Prof. Bertini la rappresentazione su di un 
piano della congruenza di rette di 2° ordine, di 6* classe e di 
I* specie (*) fionchi Tindicazione del metodo piii semplice per 
rappresentare univocamente sul piano ogni altra congruenza di rette 
di 2" ordine dotata soltanto di superficie focale, metodo che poste- 
riormente il Loria applico per la rappresentazione delle congruenze 
[^9 7] ^ [2> 6], (**) e che fondasi suU'esistenza di un cono di raggi 
della congruenza il cui ordine h inferiore di i alia classe della me- 
desima. 

(•) Vegg. Bertini, Sulla eongruenia di 2^ ordine, 6* class€ € i* specie do' 
tala soltanto di superficie focale (Transunti della R. Accademia dei Lincei, no- 
vetnbrc 1879). 

(••) Vegg. Lot \9y Rappresentazione su di un piano delle congruence [2, 6], 
e [2, 7] (Atti della R. Accademia dclle Scicnze di Torino, vol. ai). 
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t^osteriormence in due recent! memorie su le coograenze di nttc 
di 2" ordine costituite dalle generatrici di 00' cool di 2*^ grado avcnti 
i vertici su di una linea di ordine superiore al i*^ (*) ho dato di 
queste tre congruenze la rappreseptazione univoca su di un piano. 

Ora nella presente Nota dopo aver dimostrato che ogni coo- 
gruenza di rettc di 2'' ordine dotata di una linea singolare i t^ 
presentabile univocamence su di un cono di raggi, ne deduce la lap- 
presentazione univoca su di un piano per i seguenti tipi di congruenze 
di 2** ordine : 

I** congruenza costituita dalle generatrici delle quadriche di un 
fascio, la cui curva base ammette un punto doppio o sj spezza in 
due coniche; 

2° congruenza Jclle rettc che si appoggiano ad una retta e ad 
una curva razionalc di orJinc n aventi in comune n — 2 punti ; 

3° congruenza costituita dalle tangcnti ad una superficies, ^i*^ 
che si appoggiano alia retta (n — 2)-pla della superficie, senza toc- 
carla su tale retta; 

4** congruenza costituita da un sistema oo\ razionale e di in- 
dice 2, di fasci di rette aventi in comune un raggio; 

5° congruenza costituita da fasci di raggi situati nei piani di un 
cono inviluppo di 2* classe ed aventi i ccntri su di una curva ra- 
zionale riferita con corrispondenza univoca c prospettiva al sistema 
de* piani del cono (**). 

Dellc quali congruenze soltanto la 3* e la 5* presentano i carat- 
teri pill generali dc' proprii tipi. 

Per ognuna dellc cinque congruenze considero sul piano di rap- 
presentazione Tinvoluzione /(w) costituita dalle coppie di punti im- 
niagini delle coppie di raggi della congruenza uscenti da' singoli punti 
di un piano arbitriario w dello spazio; come considero per T ultima 

(•) Sti una congruen:;j.i tit rette di 2^ online e di .^* clusse (Atti della R. Ac- 
cademia delle Scicnzc di Torino,' vol. 27) c Su due congruenie di rette di 2^ or^ 
dine e di 6^ classe (Rendiconti della R. Accadeniia dei Lincci , serie 3*, vol. i, 
agosto 1892). 

(••) Per le prime quattro congruenze su indicate vegg. la memoria dello Sturm 
pubblicata ncl vol. 36 dei Math. Annalen, e per rultima la nota di Schumacher 
(Math. Aanaicn. Bd. 38). 
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congrucliza il comicsso involiitorio co^titdto dalle coppic di punti 
itnmagiiii di raggi' delta conijmenza c!ie si segano al Ji fuori delU 
linea singoiare, connesso che per le congrUenze de' primi quattro 
tipi rbulia degenere, amniettciido un fasdodi linee fra cui intercede 
una involuzione ordinaria / (idcntica pel 3° tipo) si fana die ogni 
liiira del fascio i coniugatu nH conitesso ad ogni punto della Unea 
c!ie le corrisponde iiella /. 

Della congrueiiza dell 'ultimo tipu stdbUisiti ;!ncora varit ntJlevtrfi 
propricti. 

I. Fralc cordc di una curvagobba H^ di 4" online e di i' spe- 
cie cd i punti di un cono r che pruletta la ctirva da.un qualunque 
suo punto f viene ad avcrsi itna cotrispondthza biunivoca c pro- 
spettiva se di ogni corda o della K^ siriguarda comt corrispondentt 
il suo punto di sszloti; C con la genetatrice d u«ente da f e di 
sisiema opposto alia g, della quidrica checontiehela K e la ^(*). 

Sicche fra la congruen-!a !2„tdelle corde dcUa K^ ej uh ^idUd 
T pu6 siabilirsi una corrispondenza birnziorialcsemplioemtnttnel ca- 
so che il cono P, sia rdzionnle, cioi solameHtL- qudndo la K^ am- 
metta un putito doppio 0. 

In tal caso rifcrito con corrlspondenza rcciproca X il pi.l- 
no (7) alia stelht (O), assiunendo cbinecorrispondfnte di t^i piitifti 
P di » il rag^Lo r della Q,iChc congiiihge i due purttl dl stzidnc 
diversi da della A', col piano ft della stella(O), chfenella Xeot- 
rLspondc al plinto P di 1, viene su qutstb piano a rappresefititsi 
univocamente la eongruenza J2i.fi' 

Unico punto singolare della hippreSentaiione i il pufitoii dl * 
che nella X corrisponde al piano « die contiene le tdtlgenti in O 
alia K^. Tale punto A risulta il corrispondente di luttl i raggi del 
iascio (O^a) della Q,^. 

Una retta r di o 6 rimmagine di una 5, ss 0' K^ della con- 
gnietua, stcche viceversa ad una S^ = A'^' eostituita dalle conie della 



(') V«gg. per t»lc cotrispondca^a la mli Noli ; Su una ciatit di Irasforiua' 
lioni rd^ioaiU tJ litvolulprii iiUo spa^io Ji geutrc drbilrarta n e di grado 2h'^i. 
(Giornale di Mawmiilichc, vol. ji, 189)), 

Rfiid, Cire. Maltni., I. VII, parte iV— Sutnpato il ji agosie 189^^ ii 
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A'^ appartcnenti ad un complesso lincare corrispoadc su v mu ck- 
va p, is= A appartcncntc ad un sistema lineare oo^ 

I coni chc proicttano la A'^ dai singbli suoi punti hanno per 
iinnugini Ic tangciui dclla conica y che nclla X corrispoadc al cd- 
nu \\ che da () proiotta la A'^. 

Quosio cono T, ch;: & costituito da raggi doppii dclli on- 
^ruon/a, lu p«.'r iinnui*inc la coppia //' delle tangenri alia ^ Qscend 
dal punto sint^olaro Aj in mode che un raggio r di T, ha per cor- 
r!spo!!ivnco sii v la coppia di punii di sezione delle /, f conlattn- 
liciuc alia V che i;li corrispondc nella -Y. 

\cl f.iscio di rai^t^i (A — c) viene ad aversi una involuaone or- 
diDari.i /, dclla qujlo o.;ni coppia i formata da due rette, le imma^ 
di ducschicrc rigatc appartcnenti ad una medesima quadrica del (asdo 
y che ha per baNC la A"^. 

Deirinvoluzione / (jl pan.* la coppia //' era indicata, e i suoi 
rai*i;i doppii mmio le imniagini dci due coni del fascio f diversi da 
quello che ha il Venice in (). 

Due punti del piano di rappre:»entazione c che siano su due rag- 
^i del fascio (A) coniugati nella / senza appartenere ad una mede- 
sima tan^ente della y, sono le immaj^ini di due raggi delta con- 
f;ruenM che si segano in un punto non situato su if^,e viccvena; 
sicche i sei rai^j^i della ([^.^situati in un piano arbitrario a» dello spa- 
/io hanno per inunagini sn a \ v^^nici di un quadrilatero complete 
circoNcriito alia y, c due di tali vertici iVa lore opposti sono pro- 
jeiiati dal punio A secondo due rettc coniugate nella involuzione /, 
CIO die pjnnctte di cobtrLi re assai semplicemente il quadrilatero 
quando se ne conoscono due venici opposti o tre lati. 

h la involuzione /(w) del piano ^amnu'ttendo unarete dicun'e 
unite ?j e:= --/Pj ... P^ i cui ultinii sei punti base (inimagini de* raggi 
delta coniiruenza i;iacenti in w) sono i venici di un quadrilatero com* 
pleto M, w, //jM4, liuiltauncaso particolare deirinvoluzione piana di 
Geiser (♦); cioc in essa le cun'c coniut;atc alle rette sono delle 
^4== -^ ^1 • • • Pf^\ due rette s\A fascio {A) coniugate nella /, si cor- 
rispondono in essa; le rette doppic dwUa / risultanopunteggiate unite 
c semplic cmente unite risultano le rette m, , «, , u^ , u^. 

{*) Cfr. Bcrtini, Sopru u!cunc im'oluiiotii plane (Rendiconti Jciristituto 
Lombardo, !k:ric II, vol. i6), J 32 — VII c »; 25. 
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^ Con m^todo affaito analogo a qiifllo ora temiio pu6r.ipprc";:Mi- 
i su lU un piano a \.\ congruenza delle rette che si appoggiaiio 
r coniclif ff, , A'j situuie in piiini distinti cil aventi in coimmc 
I coppia di piinti 0, O'. 

. Basta come prima servirsi di una reciprociia X fra il piano 5 
I Stella (0). 
La coppia dfi pimti S, S' clie In tale fkCiprociti corrispondoiio 
ffpinni w cd w' soJtegni djllc coniclic A',, A'^ , tiene il posto delta 
nviluppo Y del cai.T prt'cedente. Essi punti S, ^ sono rispet- 
nvamcnto I'immagiuc dc' fasci (O' — 1^),(0' — w') , mentrc Ic rttte 
j4S, AS', SS' sono rispettivamente le inimagini de' fasci (0 — m'), 
(0 — '■>),(0' — a'), esseiido x' il piano dellc tangent! in 0' alle 

K., A-;. 

Lo relti; de' fasci (S), (S') sono !e immagini de' cont duila Q 
Hiw hanno rispAivamente i vcrtici su -,' e su y'; ecc. ecc. 



^^ 2. Avendo una retia /.■ cd una curva C„- appo^iata in » — 2 
punti alia k, la congruenza i2,,cosiituiia dalle s^ganti delle li, C, 
i rappreseiitabilc univocamente su di un cono di raggi V di cgual 
genere della C„. 

Infatti se st siabiliscono due corrispondenzj nnivoclie I'utia fra 
i punti della C,, e le generacrici del cono I', I'altra fra la pun- 
leggiata (t) ed im fascio di piani (5) il cui asse- non passi pel ver- 
tice del cono r, e si riguarda come corri^ipondente di un raggio r 
della 2.,, quel punto del cono V clie li la sezionc della gencratricc 
del cono e del piano del fascio (s) clienelledue corrispondenze as- 1 
segnate corrispondono rispettlvamente a' due punti di sezione della 
C. , k con la r, lacorrispondenza che ne risulta frala Q,„ e il cono 
r i biunivoca. 

Ne segue che la condizione nccessaria e sutliciente affinclift la 
2,, sia rappresentabile su di un piano si e clie la sua linea singor 
lare C, sia razionalc. 

Se tale fatto si verificn, le corJe della C, appoggiate alia k, le ' 
quali risultano raggi doppii della congruenza Q,„, costituiscono una 
rigata 5^, ^ A'~' nei caso che la C„ non abbia alcun punto dop- I 
pio fuorl della k. 

Rapprcsentando neila maniera pii!i semplice tale superlicie 5,^| 
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su di un piino in inotio die \t snioai pians abbijino per imnu^ 
dcUc curve y, ^ • o dcllc curve y,. ^ O " scconjo chc m e pa- 
ri u dispari, I'inimagiiic dtrlla C, £ nd prinxi c;tMi uiu owica turn 
pa&utnte per O e nrl siTkOOiJu una cuhici pauanir due volte per f^ 
c sciiipliccmcntc per O, sicclii in ogni caso panmdo dalla J_ 
dall.1 cun'4 inuiuuinc ddU C, si ha un modo assai setnpUce di c 
ttniirc qursu cuna. 

Paircbbosi anclic per cosiruir^: U C. parttrc dal cono cfae 
proi^na da un iju^ilunquc p'unio ddlo spazio, cioi avcndo un coi 
Fojianalc l\ stabilita m di esso una involuzione ordinaria ; fra 
gcneralrid od assuota una n:tta It ne\ piano di due geoeratrici c 
niugutc g, g', sc si stabiUscc una corrispondcnza imivoca fra i pi^ 
del fasciQ (4) c U coppie delta / con la condixionc chc alU 
gg' corri^punda il pianii d.-l fa^iclo (k) che ta conttJnc, U linea gi 
nerata da talt corrispoinK'nza si sp.-zza n^llc g, g' cd in una cur 
rationale C, che sega n — 2 voile la *. 

Kclla raf^reseniazionc che nd coso dclla C, raziotialc viene i 
aversi nel mode atuidctio dcUa consnienita Q,, su di un fuano 
quando per cono I" si assume un I'ascio di ra^gi (O) di tale pian 
i fasci di ragui della cgngruciwa lianno per imiuagini Ic rettc ill 
fascia (0); i iupi coni clit: proiettano dai punti della k la C,hanl 
per imnugiiu Ic rctte del fascio che ha per cemro it puntoK^ *■ 
c la superticie i'.^sA'C. r' costituita dai raggi ddla congrueo 
appo(;giatL ad una rena arbitraria r ddlo spazio ha per iinmagi) 
sul piano t una C„, =< 0"" K P^ . . . P,_, , apparit-nente ad un sis( 
ma lineare 00', essendo P, , ... P^^ tmmagini dei fasci di raggi d^ 
congruenza aventi i centri nei punti di appoggio /, , ... /,_, del 
C, alia k, e situaii nd piani t, , ... t^, dd fascio (i) che to 
cano rispctuvamente nei predetti punii la C„. 

Ora riferendo il piano t ad un seamdo piano o con corrispo 
denza birazionale che allc rt-ttc di 5 faccia corrispundere nd piai 

T le C^=0'^KP, ... P^, o\c C. = (f^/", ... P^, secon) 

cbo « i} (lispari o i pari, si viene a rappresentare la (2^,sulpia^ 
B in moilo che ie curv-e immagini dellc superlicie 5,,^ ^ i' Q r* del 
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congruenza risultano delle p^^j ^5 * o delle p^+4 ^ S ' if j»ecpn4o 

che n i dispari o pari, essendo H nel secondo caso rimmagine di 
un fascio di raggi della 2,,,, e la retta SH I'immagine di un raggio 
di tale fascio. 

Si ottiene con ci6 la rappresentazione piu semplice della j2».«su 
di un piano. In essa i raggi del fascio (5) sono le immagini de' 
fasci della congruenza, mentre i coni di questa hanno per immagini 

If— } n—2 

delle y.-t^S~K, ... K,^, o ddle yi = S"^ K, . . . K„_, H se- 

— — ^ 

2 

condo che n i dispari o 6 pari essendo A', , . . . K^^_^ le iiimagini dei 
raggi della congruenza infinitamente vicini alia retta ^ situati rispet^iva- 
mente nei fas^i (/^ — t,) , ... (/„_, — ^^^y gii accennati. 

Le curve y formano un fascio 9 e su una qualunque di esse che 
corrisponda al cono di raggi H^^F"k*'~'C„ della congruenza si ha 
un'involuzione i„ di n° prdine e di 2* specie, di cui ogni griippo 6 
costituito da' punti immagini di n raggi della congruenza appartenenti 
ad un medesimo fascio (^ — w), sicchi un tAle gruppo diabase di 
una rete di curve p dovute alle rette r del piano w. 

Inversamente ogni curva p sega una curva y oltre che in 5, e 
in H SQ n i pari, in un gruppo deirinvoluzione /^ chcsi ha suUa y. 

Analogamente nel fascio di rette (5) del piano di rappresenta- 
zione viene ad aversi un'involuzione ordinaria / in cui due raggi 
coniugati corrispondono a due fasci della congruenza situati in un 
medesimo piano passante per k in modo che due punti del piano c 
che si trovino su due raggi coniugati della / senza appartenere n6 
ad una stessa retta del fascio (5) ne ad una medesima curva del 
fascio 9, sono le immagini di due raggi della congruenza uscenti da 
un medesimo punto non situato n6 suUa Q , ni sulla it. 

. Percio due raggi coniugati nell'involuzione /si corrispondono in 
una qualunque involuzione /(w) del piano <7. 

Nella y((o) sono punti fondamantali semplici i punti P, , ... P„ im- 
magini dei raggi r, , ... r^ della congruenza giacenti in wed ipunri 
P[ y ... P', immagini dei raggi doppii della congruenza situati ri~ 
spettivam'ente nei piani ir, , . . . ir„, e si ha che i punti P^, P] hanno 
rispettivamente per corrispondenti le rette 5P^', 5P. , coniugate 
nella /, per i=:i, . . ^ n* 
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Sc N i tfispari, non v! sono nltii punii ibnilrimiMiiali tictli 
/(u), invecc se ii i pari risullano londamcDlali scmplici per nu 
il punto singolare H UcUa nppres«i(jr.ionc c quel puiuo H' cht 
i r inunaginc del ra^o dclla congruciiKa chc incomn su » i 
raggio di cui l.i retia Off i i'immaginc, siccht U grado de!b 
/■(w) i w -f ! o It + 2 secondo che n i dbpario pari. In enirambi 
i casi multano pumcggiatc unite nrUa /(n) Ic r«tt« doppie deU'io- 
voluxione / (*) * sempUcementc unite le carve f delU rete die hi i 
per base il gruppti dc' punti P, , ... P, , la curva y ''imagine dti I 
cono dclla congrucnza di vertice iw (cun-a la cui involuxioae t, 
conticne i] gruppo anzidetto) e la curva immagtnc della super6cie I 
S^,^l'~' C, costttuita dai raggi doppii dolla congruenza, ctina die | 

risulta csscrc una Cu-i ^S ' o una Cj^, ^S ^ , sf-cnnJo | 

die n t dispari o pari. 

Se la curva C, ammettc un punto doppio D non situate su U 
k, U precedente superficie 5__, ^ k'^' C, si spezza nel piano t D ft 
in una j',,^ ^ Jt""' C. , e corrispondentemi.'nte la curva imina^nC 
della supcrlicie su t si spczza In ducrette coniugatenell'involiudon0 



/ cd in unj Ci. 



I una C;,-i 



secondo die i 



£ dispari o pari. N£ vi ^ da fare alcun'aitra modilicazionc a ci6 c1 
si i dctto pH caso generalc. Ed analogamentcscla C, ha 2, J,...fi— 
punti doppii. 

In qiiesi' ultimo c.no cssa c pinna am un punto (ti — 2}-pio 
suit a A'. 

J. La congruen/a di 2" ordinc c di 2(w — i)' dasse costituil 
dalle tangenti ad una superlicic *, ^i'"^ die si appoggiaoo alia 
rctta (« — 2)-p!a k della supcrlicie senza toccaria su tale retta , 
viene ad essere in ogni caso rappr^'sentata univocameme su di un pixna 
a, se rappresentata la 4*. su talc pianosiriguarda un ()ualunquepuniQ 
P del piano, die sia I'imniaginc del punto P' della *. , come cop! 
rispondentc a quell'unico raggio r della ccngruenza die tocca ii 
la * . 
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Prendendo in esame semplicemente il caso pii generale per .a 
♦, e supponendo die nella rappresentazione della superficie sul piano 
9 le immagini delle sezioni piane siano dellc C^=^ O"*"* P, ... P.,,.^ 
cssendo il punto P^ e la retta OP. le immagini di due rette gi^^g] 
fiarmanti una conica degenere della superficie situata in un piano del 
fasdo(Qy per >=z i, 2, ... jn — 4, si ha chegl'inviluppipiani di 2' classe 
della congruenza Q che si esamina, situati nei singoli piani del fascio 
(ik), hanno per immagini sul piano a le rette del fascio (0), e la curva 
di contatto della 0„ con la rigata 5,„ ^ i'C""'^ r' costituita dai raggi della 
congruenza appoggiati ad una retta arbitraria r dello spazio (la quale 
curva k di ordine 3^ — 2 e contiene i punti ^^ ^j , .. . g^n^^g\^^ 
ha per corrispondente su cr una curva di ordine 2 n — i che passa 
211 — 3 volte pel punto e semplicemente per i punti P, , . . . P , 
nei quali tocca le rette OP, , . . . OP^^^ , sicchi il sistema lineare 
cd 00^ delle curve del piano a immagini delle superficie rigate co- 
stituite dai raggi d*lla congruenza appoggiati alle singole rette dello 
spazio, risulta formato da 

= D'"~^ P P P' ' P' 

raw— I *^ -L ^ . . . * J||_^ * I • • • •* jM_^ > 

essendo i punti P., P', infinitamente vicini fra loro su una retta 
per 0, le immagini de' due fosci di raggi infinitam;?nte vicini della 
congruenza det.^rminati dalle rette ^, , g\. 

Analogamente siccome la linea di contatto della superficie 4>^ 
con un cono r,, _,j^ f^'^"""*^ k^^"~'^ circoscritto ad essa avente il 
vertice F §ulla A: ^ di ordine 3 n — 4 e contiene i punti ^, ^,', ... g„gn 
gii accennati e i 2 (« — 2) punti di contatto della k .con Ic coniche 
della superficie ad essa tangenti , percio i coni della congruenza 
hanno per immagini delle 

= O("-0 P P P' P' O O . 

fomianti un fascio 9, essendo j2i • • • (2j(«-j) i pu»ti di contatto delle 
tangenti condotte dai punto alia curva C„_, ^ 0'~' P, . . . Pj„_^ 
che 4 rimmagine della Jc nella rappresentazione della ^ su c. 

Su una qualunque curva y del fascio 9 che sia rimmagine di un 
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cono della congruon>;Li lii vertice Z', silia un'involuzioncdi 2(n — i)" J 
ordiiie e di 3" specie, di ciii ogiii gruppo g e costituito da puntifl 
inuiingini di 2(« — 2)rjggi della congruenza appartenenti ad unmede**! 
sinio fascio (f — w), pimti die perdii risiiltano i punti di contatto J 
delle tangenti condotte da O alia curva che nella rapprescntajjione I 
ddla ♦ su « 6 I'ininiagine della linqa (m*). Di piu il gruppo g in 
quisiionc forma con i punti- fondann'ntali O, P, , P,' dolla rappre- 
sentaaioiie, !a base delta retc di curve p dovuts alle rcite del piano 
M. Viceversa si ha che ogni curva p sega una curva y del fascio f 
in un gruppo deil'involuzione che si ha sulla yi ecc, ecc. 

Dui' raggi della congruenza Q che si segano, lianno per imraa- 
giiii due punti che appartengono o ad una stessa retta del fascio (0)1 
o ad una meJesima curva y del fascio 9, sscondo che i du: t-Xg^m 
determinano un piano o un piinto appartenente alia k. 

In lutte le involuzioni /(w) risultano unite le stngote rettaj 
del fascio (O) e siccome in una quaiunquedi tali invoiuzioni 6punteg-1 
giata unita la curva immagine, nella rappresentazione della *, della j 
lineadisezipn.." di tale superiicie col piano w a ciii la / i: dovuta, 
perci6 il grado della /(w) h n. 



4, Se i punti ed i piani di una retta i' sono riferiti fra diloro in 
niodo che ad ogni punto corrispondano n piani c ad ogni piano due 
punti, i fasci di raggi che Jianno per sostegni due elementi corri- 
spondcuti nella corrispondenza assegnata X,, , formano una congruenza 
Q di 2° ordine c di n' classe avente p.-r linea singolar^ la cetta k, 

Riferiti proicttivaniente il fascio di piani (k) e la punieggiata I 
(i) a due fasci di raggi distinti (L), (M) di un niedesimo piano r, j 
fr.i i punti di questo piano e i fasci di raggi chj coniengono la re 
h, viene ad aversi una corrispondon.ia univoca se si riguarda 0{ 
punto P di T come corrispondente di quel fascio di raggi che ha j 
sostegni il piano ed il punto della k che corrispondono rispettiva-' 
mente nelle due proiettivili assegnat; alle r.'tte LP, MP. 

Con ci6 il sistema do' fasci di raggi che costituiscono la con-l 
gruenza Q,,, viene ad avere per corrispondente una curva y del piano] 
T di ordine n -)- 2 die ha un punto K-plo in L c un punto doppiQ 1 
ill M. ' 
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Ora i agevole riconoscere che la congruenza Q^„ pu6 essere 
rappresentata univocamente su di un cono T di egual genere della 
curva Y.^, ora indicata. Basta infatti riferire con corrispondenza uni- 
voca il cono di^ rette T alia curva y^, e perci6 anche al sistema del 
fasci della congruenza, e figuardare come corrispondente di un raggio 
qualunque r della congnienza il punto P del cono T che h la sezioae 
della generatrice g del cono che corrisponde al fascio di raggi kr 
della Qy col piano che proietta il raggio r da un punto dcllo 
spazio assunto come centro di proiezione al di fuori del cono F, 
perchi con ci6 viceversa un punto P del cono T h Timmagine di 
quell'unico raggro r della congruenza che trovasi nel fascio di raggi 
della Q corrispondente alia generatrice SP di T, e si appoggia alia 
retta OP. 

Perci6 la congruenza Q^^ 6 rapprescntabile univocamente su 
di un piano, solo quando il sistema del suoi fasci di raggi sia ra- 
zionale, solo cio6 quando ammetta n — i fasci di raggi doppii. 

In tale caso assunto come cono V un fascio di raggi (5 — c), nella 
rappresentazione della Q^„ che nel modo anzi detto viene ad aversi 
sul piano ff, le rette del fascio (5) sono le immagini de' fasci di 
raggi della congruenza , il punto S i Timmagine della superficie 
S^^^Vs* costituita dai raggi della congruenza appoggiati alia retta 
s^OS e la curva immagine di una qualunque superficie 5„^, ^i**r* 
costituita dai raggi della Q^^ appoggiati ad una retta arbitraria 
r dello spazio risulta una p^j^5"'*"*, essendo essa generata da una 
corrispondenza univoca intercedente fra i raggi del fascio (5) e le rette 
proiezioni da su <y delle generatrici della S^^^k"r^,. 

Ai due raggi a, b della congruenza che cscono dai punto 0, cor- 
rispondono per intero sul piano di rappresentazione le rette a' e b' del 
fascio (5) che corrispondono ai due fasci di raggi A* ^, ^6 della con- 
gruenza. Invece questi fasci di raggi hanno per immagini su <j i due 
punti ^ e 5 in cui le a\ b' segano la retta V proiezione della Ji 
da' su'er. 

Un punto C di questa retta V iTimmagine del raggio k della 
congruenza, salvo il caso che la retta OQ passi pel punto D della 
k centro del fascio di raggi (D — S) della congruenza che ha per 
immagine la retta d^SC nel qual caso il punto C h Timmagine 

Rend. Circ. Matem., t. VII, parte i*.— Stampaio il 31 agosto 1893. 23 
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tli ulc iascio 4i r^gg' (,0 — &), mcnuc gli ilui punti dcUaJoini- 
spondono lutii a quel ngffsi del (n^do (D — i) che vicne pnMtuto 
ds O su « Dcila d. 

II numcro dci pund C chc si trovano nclla omdudofu: on iut 
cap, c n-f-i, sicchi il sistewa lineare cj as* dcUe curve ^^ inuiu- 
gitii dcUc S^^sk'r' dclla congruciua , ammetie per base U ptinu . 
(n-r3)-plo 5 c gli f»T J punti strnplici A, B, C, . , . C^, ddUK 

Nel faicio (•$) vienc ad avcr^i un'invuluzione ordinaria /, Ji 
cui dui: ra^i iioniugatisonalcimDiagiaididucfoscidella congrucoii 
situati in un mcdt:sii)K> piaiiu pouantc per k, iiiicbi due raggi della 
cungrut'iua (^lie si st-ganu lunno per imma^ai du£ punti allinciu 
con S :iituati su due raggi coniugaii nc)1a /secondochc csadeiM- 
minaiiu un punto od un piano appancnL-mc aiU k. 

Vno ijLiaUm^uc (i:' - t) degU n — i t'asd di raggi dopfm ddla 
cpngrucnxa ha p>.T iinniaginc su « due- rcne t, t' conjugate nelU /, 
c si ha die due punti f, P' Me e, e' allincati con U traccia delU: 
rctta OE 51) n risultano k- imnugini di un nicdnimo raggio p id 
fascio (£~i). 

Talt punii P, P' sono fra lorocoaiugJti in unaqualunque tovcK 
Uizionc /(w) del piano 7, U quale fa coiri^pondere il fasdo (S) f. 
se stcsso con I'involuzione /, come Ta corrispondere la retta k' a se stc^ 
6i conl'involuziont! /' prosptttiva alia precedente. 

U nella /' (w) risultano fondamentali scmplici ; i" i punti .4, B^ 
C, . . . C, dclla k'; 2° i punti A', B', C, . . . C, immagini Ji quei rsgg) 
della congruenza chc segano su at i raggi che hanno per iounagioj 

le rettL* SA, SB, SC, , ... SC,; j" i punti P P, immaginidd 

rjggi detia congruenza giacenti in u; 4" i punti Q Q^ deU> 

reita k' situaii sui raggi coniugati ncllj / allc rette SP, , . . , SP^ 

Pcrcii) il grado della ;' (w) e 2 n -p J '■''^ '" «^ssa il punto S If 
fondamcntalc 2 (w -j- i)-pIo. 

Hifercudo il piano 9 ad un piano 1' con corrispondenza birstr 
^iunale quadratica aventc pvr punti fondamentali in 7 i punti ^, WrA| 
vienc ad ottenerei su c' la rappre^fntazione di grado minimo della 
J2,,; nella quale Ic curve imniagini delle rigatc 5„,^jfr' (leU% 
congrucnaa sooo dellc p^, = T*' avenli in comune Ic tangenii 
'i 1 ■ • ■ '»ti "sl punto singolare /; ecc. Cfc. 
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5. Assegnato un cono non degenere di 2° grado r esistono infi- 
ait« curve razionali d'ordine arbitrario n riferite al smema dei piani 
tangenti del cono r con corris{>onden2a univoca.si fatta che ogni 
punto delist corva appaniene al piano che gli corrisponde nel corfo. 

Una qualanque di tali curve C. pu6 serapre supporsi generata 
<b una corrispondenza ufiivo^a intepcedente fra. i piani tangenti del 
cono dato ed i raggi di un cono razionale T^ di ordine n con la 
condizione che i due piani tangjrnti del cono F che passano pel vertice 
del -cono r' contengano rispettivamerilc le due generatrici che corri- 
spondono ad essi in T' (*). 

(•) Le formole parametriche 

che dk lo Schumacher nella niemoria citafa^ per la curv» C^ debboho e^sere 
c0s\ fettiHcate: 

Molfo piCi semplicemente le formole paramctriche della C|, si deducono dalla 
gefies) (felfa curva che ho ora indicata. 

Supponendo infaui che i piani tangenti del cofte T in art qualunque 9^ema 
dt coordinate cartesianc, siano rappre^entati dalle equaztoni 

X + rfrT = ' ') 

(pcf X viriabile da +<* -^ — ^^o) c che il coAo Tf abbia pcf verfice-il punlo di 
coordinate o, o, i e per traccia sul pianO :^ = o la cufva le cui equazioni pa^a- 
metriche siano 

ove le f, '{^, / sono dei polinomii di grado n in X, afHnch^ la corrispondenza 
uoivoca che viene ad aversi fra i coni F, F' riguardando come corrispondenti un 
piano tangente delPuno e una generatrice delPaltro dovuti al medesimo valortf 
di X, generi una curva C„, deve aviersi per X = o, jc = o e per X = i, ;^ = 0, 
cioi dev*essere 

!p(X) = X;p'(X), 4.(X) = (X-i).l«'(X), 

essendo ^f c *y dei polindmi di grado n — t in X. 
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I t'asci di raggi cbc hanno per centri t singoli punti ddh C, 
Oil appartengono ai piani tangenti del cono T corrispondcnti a tafi 
punti , t'ornuno una congruenza di 3** ordine e di fi^ disse conte- 
iiuta ncl coniplcsso di 2'' grado delle tangenti al cono F. 

Per Mie congruenza (2, ;, la superficie focale dipumii i ii conoT, la 
supjrlicic focalo di piani i quella costituita dai piani tangcnd alia 

Hn>.Msi:vm>larc C,; le ^^ ^ ^ corde di questa linea uscend 

dal Vw'i ticc /' del cono F sono raggi doppii e le rette della steUa(P) 
appoj\;iato alia C, sono raggi seinpKci. 

Ora la O^^ vienescnz'altro rapprescntata univocamentesudi un 
qLialiinqiic piano tangcntc t del cono F, se si riguarda ogni punto 
P di qiiLsto piano come imniagine di quell' unico raggio r della 
con^riicn/a clic passa per P senza appartenere al fascio (/ — t) della 
conurucnza di cui r c sostegno. 

(Ion cio Ic rcttc del piano t usconti del vertice ^"del cono F 
risiiltano Ic inimagini dci fasci di raggi della Q,,; F risulta I'im- 
mai;ino del cono A'„ = T" Q della congruenza di cui 4 vertice, 
e ciascuno deyli n — i punti di sezione zf, , . . . A^ , del piano 1 
con la C^y diversi da /, cJ Tinimagine del fascio della congruenza 
di cui esso punto e centro. 

1" la rif^ata razionale S^^^^ C^P'" che la congruenza Q ha it 
conuine con u\\ qualunque complesso lineare A\ ha per inimagin< 



Sicclic pel punto comunc al puno rapprcscntato dalla i) cd alia corrispon 
dontc rctta del cono F' Ic cui cquazioni sono 



SI .ivr.i 



cioc 



v y V Y 

x^'-(X-i)-y- ' ^ 



5,' l^Hi -:- .y i 1 = 1 

• I. • ' /. 



, -- y. 

^ i' 4- -V 

i ■ I 



c quindi 
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;: iol piano r !a curva p^, = O*^, ... ^„_, clie col raggio del com- 
[^pksso K appartenente al fascio (/ — t) forma la linea di sezione 
~ dcila 5,^ col piano t. 

-* Se la curva C, 4 gobba, riferendo il piano t ad un piano c con 
corrispondenza birazionale in cui alle rette di <y corrispondono in t 

delle Y.+, = ^ * -^, ••• ^«-, P^r « dispari o delle y_j,= T ' ^, ... A„_^ 

per If pari, si ottiene su <y la rappresentazione pifi semplice della 
congruenza 2, „ , rappresentazione in cui le rigate 5^, gii indicate 

' hanno per immagini delle p ,^j ^ [7 * o delle p^^ ^ L7 * /fa se- 

2 2 

ccmda che n i dispari o pari; ed, il cono della congruenza di 
. vertice F ha per corrispondente una x«-i ^= ^ * P^^ ^ dispari, o 

2 
«— 4 

una X«-2~ ^ * per « pari. 

II sistema delle curve p immagini delle rigate 5^^, della con- 
gruenza i lineare ed co^; il punto H che esse hanno in comune, 
pel caso di n pari, i I'immagine di un fascio di raggi della con- 
gruenza* (di centro A„_^) e la retta UH h Timniagine del raggio del 
fascio ora indicato che passa per F, 

Su la curva singolare C„ della congruenza si ha un'involuzione 
/^i di cui ogni gruppo A^ . . . A^^ i costituito dai punti di sezione 
con un piano tangente t del cono F diversi dal centro / del fascio 
de* raggi della congruenza di cui t i sostegno, sicchi ogni gruppo 
della /._, 6 coordinato ad un punto della C^ e viceversa. 

Nella corrispondenza K^^_^ che ne risulta, gli n punti uniti sono 
punti di contatto della C^ con il cono F. Infatti i piani langenti 
di F che passano per un qualunque punto / della Q sono i piani 
T, t' sostegni dei due fasci della congruenza aventi per centri Tuno 
il punto / e Taltro il punto /' che nella K i coniugatoa quel gruppo 
della involuzione /^, di cui fa parte /. Ora se / i punto unito della 
K^ esso coincide con il punto /', e perci6 i due piani t, T'coinci- 
dono in un unico che tocca il cono F lungo la VI e la C^ in /, 
donde il teorema. 

La superficie costituita dalle rette che uniscono i punti corn- 
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spondenti delU ^^,.._, nel caso della C, gobba i una **'^»_,j ^ C^ 
razionale, luogo dei raggi duUa congruenza corde della C^ Essa am- 
ractte per rctcc doppie i raggi doppii d della congruenza e come 
punto multipio secondo (n - i)(fj — 2) il punlo T, pcrclie una 
qualunque rctta r della stella (f) ha in comune can la supcrftde 
al di fuori di V i punti di appoggio con te 2 (n — i) generatrici che 
trovansi nel due piani tangenti del cono r passanti per la r (•), 
Oltre le M — i generatrici I A, , ... /--/„, un pi.mo langente del 
cono r ba in comune con I.1 superficie V una curva razionale 

h(h — 3X« — 5) 



. C(^,j. s r(*-"<°-''(v^, ... A^Y" J la quale ammeue 

pnnti doppii , traccie di altreltante generatrici doppie della V; cioi 

n(n — 2)(b — 1) - ] 11 ,-, - ■ J 11 

VI sono — ^^ ^-^ — raggi della congruenza i^, , trisecanti aelia , 

linea singolare Q, Oltre queste rette la V ha una linea doppia i, 

il cui ordme e — i ii ^ come c agevole ricouoscere conside- 

rando una qualunque se/Jone piana della superficie. E cosi dalla coiV' 
siderazlone della curva secondo cui ta W sega un piano arbiirario della 



Stella (r), si deduce che la curva X passa con 



'<"--X"-'X"-i) 



rami per il punto F. II cono tangente in questo punto alia super- 
fide h costituito dai piani tangenti a! cono r die passano per le 
recte doppie 4 della congruenza. 

E riminagine delia superficie T sul piano di rappresentazione 

a della congruenza t: una '^ ^n—p j ^ ^ ' P^'' " dispari o una 

^•i!~ii^^ ' //*"' per « pari. Tale linea ha in comune con 
la curva /_ inimagine del cono if, ^ F" C, oltre di U (e di H se 



r t pari) 



(« - 0(1. - 2) 



cappte di punil di cui dascui 



ginc di un raggio doppio d della congruenza. 

La corrispondenza univoca che intercede fi-a il siscema del piani 



(•) Schumacher, Nota ci(., pag. joo. 
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tangenti del cono F e la curva C^, determina una corrispondenza 
X^ del pari univoca fra i punti della C, cd i punti di un qualunque 
raggio p della congruenza Qi,. > si fatta che le rette che uniscono i 
punti cprrispondenti in essa , sono i raggi della congruenza appog- 
giati alia p e diversi da quelli del fascio (/—t) della congruenza a 
cui appartiene p. 

Tali congiungenti formano una rigata fl di grado n -{- i\a quale, 
degenera in una rigata di grado n ed in un fascio di raggi sempli- 
cemente se la p appartiene al cono K^^ F" C^y o alia superficie V, 
o ad uno qualunque (/ — t) degli n fasci di raggi che hanno per 
centri i punti di contatto della C, col cono F, perchi nel primo caso, 
viene a flirne parte quel fascio di raggi della congruenza che tro- 
vasi nel piano tangente del cono F, diverso da t, passante per la 
p, nel secondo caso ne fa parte il fascio di raggi della congruenza 
che ha per centro il punto d'incontro, diverso da /, della p con la 
C^ e nel terzo caso essa coniiene lo stesso fascio (/ — t) risul- 
lando unito nella X^, il punto /. 

Di piii si ha che le oo' rigate 11^^, dovute a* raggi p di un fiiscio 
arbitrario (/ — t) della congruenza, formano in questa una variety 
lineare, il cui gruppo base i costituito dalle n — i generatrici del 
cono K^ ^ F" C, situate in x diverse dalla FI^ e dalla generatrice 
della superficie W uscente da / e non situata in t. 

Corrispondentemente pu6 afferraarsi che : 

Due punti del piano di rappresentazione <y della (2»..f che siano 
le immagini di due raggi della congruenza che si i^egano al di fuori 
della linea singolare C„ , si corrispondono in un connesso involutorio 

A nel quale ad ogni punto P 6 coniugata una curva tt,^, == U'^ P 

o una curva t:^^, = U^HP a seconda che n i dispari o pari. 

Col variarc del punto P su una retta / del fascio (17) la sua 
curva coniugata tt varia in un fascio 9,, dei cui punti base diversi 
da U (e da // se n i pari) n — i trovansi sulla curva x imnia- 
gine del cono A',, ^ F" C, ed uno trovasi sulla curva '^ immagine 
della superficie W, in modo che ogni punto Q della curva x o d^Ha 
^ fa parte del gruppo base di un solo fascio 9, la cui cprrispon- 
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JciUf rcita / del I'ascio (U) appaitieae alia liiH'u coiuugatn ncl coi 
ncsso i al pimto jl^. 

Vi sono di piit ri rclic ( del fjsdo ([/) di cui ciiscuna coatioift 
duo puati, I'uno d<.*lla if. I'altro della /, appartenenli al gru[>po base 
del corrispondciue fascio a>,, in modo chc la rcita in qmstionc {^ 
parte di lutic le Itncc di talc fascio. 

Come itntnaghii dci gruppi di raggi dclla congnicnra situafi nc' 
singoli piani deilo spazio si hanno in i gruppi di ft punti a due a 
du.- coniugati nel connesso A. Uno qualunquc di questi gnippi i 
costituito da punti P, , . . , P, che risultano roiidatuentali per un'ia 
voluzione ;(**)'. <■• siccome in questa alle rcttc del fascio([/) corn- 

spondono dellc P;h^= U~^ P, . . . P, o delle p^= U^HP, ... Pj 

secondo che n 4 dispari o pari, percio le curve coniugatc alle r 

di 5 sono delle C.^.^= ^^'^ (P. ■•• Pf^K ■ ■ K o dclle 



C.'*4 



E U 



P'. ■ 



.P'H' 



mdo che n 4* 



(P, . . . P, /f) 

dispari pari , avcndo d(.-iignali> con P| , ... P', Ic immagini di 
quelle generatrici deil.i superficic *" ciic passano per i punti di se- 
zione del piano oi con la C, scnza ;ippartenere a' fasci dclla cmi- 
{^ruenz.i di cui tali puiiii sono ccntri, come con H' si ^ de^gnaio I'lnt- 
nugine di quel raggio della congruenza die sega su w tl raggio clie 
ha per immagine l.i reita VH. 

Le ii ' coppie di punti di u immagini dei raggi dop- 

i della congruenza sono costituite da punii coniugati nella /(w). 
Questa di piii amnicne una curva punteggiaia unita che corrisponde 
alia superficic della congruenza costituiu dai raggi che si appoggiano 
alia conica di sezione del piano m con il cono focale P. 



Tale 



■\-.i c^, = U ' 



p. o U 



E t; " p, , 



. . P,H generata da! fascio di rette ( t/J e dat fascio 

^' delle corrispondenli curve p; e siccome una qualunque trasfornia- 
ziun;; di Jouqui^res chc faccia corrispondere al fascio f ' un fascio 
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di rette, muta del pari il fascio ( U) in un fascio di rette, percio tale 
trasfonnazione fa corrispondere alia /(a>) una trasformazione involu- 
toria quadratica dotata di conica punteggiata unita. 



POtenzay ottobre 1892. 



D. MONTESANO, 



Rend. Circ, Maiem,^ u VII, parte i*. — Sianipato il i scltembrc 1893. 23 
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L'EQUAZIONE DI 24- GRADO DA GUI DIPENDE LA RICERCA 

DEI FLESSI NELLA GURVA GENERALE DI 4' ORDINE; 

Nota I* di F. Gerbaldi, in Palermo. 



Adoiunu del 13 Agosto 1893. 



I. £ QOto che Tequazione di una curva generate di quart'or- 
dine C^ si pu6 scrivere sotto la forma 

dove P == o, Q=:Oy jR = o sono le equazioni di tre conichc qua- 

lunque. 

Affinchi i calcoli, che debbiamo fare, acquistino simmetria, 

porremo 

t;. = -i- (P + J?), v,=^.(P-R), v, = .Q; 

allora potremo scrivere I'equazione della C, nella manicra seguente 

(i) v\ + vl + v\ = o, 

c ritenere ancora che v, = 0, v, = o, Vj = siano le equazioni di 



L'BaciLrJDXE :k 24 Gi\ro ulv en iw€\T»ir. ctv\ i'*^ 



tre cooiche qmlmicue Qucste ditenr.inJUH> uni rct<\ cho sJ psio 
coosidcrare come rete {wLinr risp^tra jj una curva di ^* ooJtn^r C^. 
Sia (in notarione simixvici) ^1^=0 TequozioDe di %;ue$tJL C c sdano 

per guisa che si hi 

(2) ":=^<^ c-, = d.d:, r,=rtf,aj, 

Osserviamo die i tre punti v, ;;, / non sono in linca retta, alttv 
menti le conidic r, = o, i\ = 0, v^z=zo fbrmerehben) fascto e la 
C si spezzerebbe in due coniche; pertamo, trattandosi di una C non 
degenere, il detenninante (yxO ^^^ certamente diverso da xero; 
dcnoteremo con y, , - . . , T^ i suoi suddeterminanti. 

Poniimo om 

donde, per le (2), 

V =. fl % V = fl • V ^ u 

Inversamente avremo: 

(4) (y^O". = I'.v. + z,w, + r,v, 

Poniaino infine 
(5) «',=:y,v, +^v, + /,Vj 

2. Ci6 premesso, osserviamo che, qualunque siano i valori di 
', . ®i> I* (i) ^ identicamente soddisfatta da 



i8o 
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Le jacobiane di queste tre forme binarie quadrattche in 0, >A,» 
prese due a due, sono 

(7) (.V,, y,)^ — iw., (v,, v,) = — iv,, (w,, w,) = — IV,. 

In virti delle (6) , le tf, , «/, , «/, diventano 



(8) 



,=0-,^ i/^et^ 2;c,(i.e.-(:y,-i7,)o:. 



c quostc, cssendo v, ^, / tre punti arbitrarii (r^ali o imaginarii), pos- 
sono ritenersi come tre forme binarie quadratiche qualunque, che 
denoteremo con 



(9) 



w^=ply iv^=zqly Wi = rl 



Formiamone I'invariante simultaneo 



avremo 



K=-fiqr)(rp)(pq) 





A. 


A. 


A. 


I 

2 


?.. 


• 


9» 




»•., 


»•.. 


''« 



A' = 



.V, +»■'. <. V,— I/, 



= — »Xv^O; 



sari K^o, perchi abbiamo notato che (y^O^^o- Possiamo sup- 
porre senza ledere le generaliti K=:\/y, infatti possiamo moltipli- 
care le 9 coordinate y^, ...,/, per uno stesso numero p, con ci6 
il primo membro della (i) risulta moltiplicato per p' e la C^ non 
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cambia; d'altra parte K risulta moltiplicato per p\ e si pu6 disporrc 
di p in modo che.il niiovo K sia uguale a j/3; nello stesso tempo 

(v V) = iyi 

Formiamo ora le Jacobiane dellc forme (9) due a due, avremo 
in virti delle (5) 

K> ^,)==^i (^a> ^3) + ^! (^' ^«)+ ^i (^«' ^»)' ^^^• 
cd in virti delle (7) e delle (4) 

Quindi, per aver preso K = \/^, abbiamo: 
<io) |/7.u, = (^r)9ere, l/f- «. = (^/')^e/>e, Vh^^y = (P9)Pt9^' 

3. Consideriamo le w^, «;,, w^ come le coordinate omogenee 
d'un punto tUy e le «, , u, , u^ come le coordinate omogenee d* una 

retta «, legate ad un parametro ~ = 9 rispettivamente mediante le 

formole (9) e (10). Al variare del parametro 6 il punto «; e la retta 
u generano una stessa conica C, , in questo senso che, per ogni va- 
lore del parametro 6, le «;, , w^y w^ sono le coordinate d'un punto 
<iella C, , e le «, , u^y u^ sono le coordinate della tangente in quel 
punto alia C,. 

Mettiamo ora in corrispondenza i punti della nostra curva di 
quart'ordine coUe tangenti di questa conica. Quando i date un punto 
della C^ per mezzo delle sue coordinate x, , a:, , x^y le (2) determi- 
nano valori di v^y v, , v^ che soddisfano la (i), e per questi valori 
di V, > x;^ , v, ^ individuato dalle (6) un valore di 0^ : 0,. Cosi ad 
ogni punto della C^ corrispondt per ttu:^7^o del parametro 8 una tangente 
della C,. Viceversa, quando 6 data una tangente della C, per mezzo 
del parametro 6, colle (10) si calcolano le coordinate u, : u,: u^ di 
essa, indi col mezzo delle (3) si deducono i valori di x^ : x^ : x^ ; or 
bene le (3) esprimono che la retta u i la retta polare del punto x 
rispetto alia C ; dunque data una tangente della C^ i punti ad essa 
carrispondenti nella C^ sono quaftro , e sono i suoi quattro poli ri- 
psetto a Cy 
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Quindi il teorema : st nel piano si banno una conica ed una cu- 
bica, e di ciascuna delU tangenti alia conica si prendono i quatfro poli 
rispetto alia cubica, il luogo di questi I una curva generate di quarto 
ordine. 

Noi ci proponiamo qui di formare I'equazione di 24° grado, che 
ha per radici i valori del parametro corrispondenti ai 24 flessi della 
curva di quart'ordine. 

4. Per deteiminare i flessi della C, occorre calcolare THessiana 
del primo membro della (i). A questo scopo poniamo 

», = «• = <»=:..., v, = ** = *~ = ..., w,=f;=c'/ = ..., 

♦„ = (PY*y, ♦,. = (y«*)', *.. = (apxy, 

^,„ = (aa'*)% ecc. 

^.„ = (a hey, J=(ab a, b, f, ; 

e notiamo inoltre le relazioni (*) 

(11) (Ppx)' = ^„,v.+ y ^...v,, (YP*y=-j-^,„v. + ^,„f,, 
(Y (Txy = .<„. », + y ^,„ f . , (« « ')* =y ^". ^5 + ^iM «'. ' 



(•) V. le formole (7) e (9) della mia Metnoria *Sul sisUma it due c<mich«» 
(Annali di Materaatica, t. XVII, , 1889), e la formola (15) della mia Nota « 5ii//a 
Jornut JaecUana di inform ternari«» (Giomale di Matematiche, t. XXVII, 1889). 
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5. Coosideriaino oca le fimne 



WW WW ^ if J —^ Vjj *.^ y 

ci occorre di calcolare in fiinzione delle forme invariantive fonda- 
mentali di v, , v^y v^ la forma 

La seconda polare dX U^ h 

e, in virti!i deU'identiti 



(fixyy = 2 a\a; — 2 a.a^a^a^ , 



si pud scrivere 



. 3l7;t7;=3t;.fl;-(«*yy; 

analogamehte 

Porremo per comoditi 

(xxyy=:bl, (.^xyy = h;, (yxyY=ll, 
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e osserveremo che si ha' 

(* k uy = (xx,k uy = (A, «. — k, «,y = *>;=:♦.. »^ 

Go posto dalle ultime tre equazioni si deduce 

3 ( 17 r«)* 17,' ^ = 3 {Fa uy Vl », + (A Vuy VI 
3 {Fauy ^ = 3 v.. i4 — (*««)' 
. 3 (r* »)* ^ = 3 t;.; (b h uy — *„. u\ ; 

e da queste si ha 

9(17 F«)' C/: r; = 9 z;.z;,.«;-3t;.(*a«)'_ 3 t;..(A*«)* + *.,.«:-, 
per conseguenza 

Or bene dalla formola che di la seconda polare di W si ha 

3»-4»': = 3><..,f,-V,, 
3(«^aiy»^ = 3V.i/,-*„t/,, 
3(frH)'fr: = 3V,v,-«„t;.; 

sostituendo nell'equazione precedente si ricava 

— J'i'.v.v, — 3V.t;,v, — 3V,v,v. + 9//,„v,v,v,, 
o pill semplicemente, in virti della relazione (12), 
(13) siUFWy U\VllVl = ^P- V,.v.t;, - V,v,t;. 



l'eqUAZIONE DI 24"" GRADO DA GUI DIP£ND£> ETC. 1 85 

6. In particolare supponiamo in primo luogo che v^ e v, coin- 
cidano con v^ ; allora : 

. U=r, W=zU, J = o. A,„ = A,„ 
e qutndi dalla (13) si !ia 



9(UU'U'yuiu';u:' = A,„v\. 



Similniente 



9(n^tv' wy wi fv';w';' = ^,„ v]. 

Supponiamo in secondo luogo che soltanto v, coincida con v, ; 
allora 

r=:U, 7=0, «;=«', «4=tt; 

e quindi dalla (13) si ha 
Similmente si trova 

9HJ u' yy u^u': F:=-<b,y,-±.A,„vy, + iA„y,v„ 

9(f'y'UyFir;Ul=^-4f,X-^A,,,vy, + sA,,,vX, ecc. 

Rend. Circ, MaUm,, t. VII, parte i*. — Stampato il 9 ottobre 1S9}. 24 
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7. Ed ora possiamo esprimcre la Hessiana H di v* -i- v^ + v^ 
per niozzo delle forme invariantive di w, , f, , v, Invcro si ha 

H=(U U' U'J U] V','U\"-\- ... 
+ 3 ( t; t/' A')' I/; t/; LT* + ... 

+ 6 (^u y fyy ui Fi ivi. 

Ill virtii della (13) e de' suoi casi particolari si ottiene 

9 H= 24 /• — 6 V, w, v, — 6 V, V, i;, — 6 **, v, v, 

+ A,y,+A,„vl--A...v]~^oA„.v,v,v^ 

+ 9 ^.,. < J', -r 9 ^„, fl 1', T 9 ^^5,, v\ V, 
+ 9 ^,„ V, vl 4 9 ^,„ vy.-i'9A^„vy, 

- 3 *„ w -;- f 1) - 3 *„ (^; ^ fi) - 3 *.. (v; + vl). 

Scrivendo per treviti 
^A,j,v,ViVi = A„y^ -^ . . . -i- J^.^flf. ;- . . . -f 6A„jV^v,v,, 
c tencndo conto della identity (12), abbianio tinalmcntc 

3 H=l2j'-'^A,p,V,vro, 

S3. 
8. I punti di flesso della C sono detenninati d;illc tqiiaziur.i 

e noi, in virtu delTidentiti (14), alia equazione //=:o sostituirvmo 

hi so:!uento 
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(15) 12 f+ yAnViVfV^^O. 

Go postOy ritorniamo alia notazione del § i, dove considerammo 
le V, , v, , Vj come coniche polari dei punti y^ :(, t rispetto a una 
cubica a]. Allora abbiamo 

J = (abc)ayb^c,a,b,c\z=z'~(y^t)(abcya,b^c,. 

Dcnodamo con 1 I'Hessiana della cubica a]y poniamo cio6 

l = ll = (abcyaj^c^; 

ricordando cVie si h preso (y;;;/) z=: /I/3, avremo 

(16) /-^^^ 

Inoltre consideriamo il discriminante di una conica qualunque 
della rete 

^^, + \v^ + \v^ = o, 

per esso abbiamo le espressioni seguenti 

= H^ssa]a^:^(abcya^b^c^=zll, 
dove si h posio 

Se ora a >., , X, , X^ sostiiuiamo v, , v^^ v^ , le {i, , ft, , fii^ in 
causa delle (5) diventano «/, , ti/, , tfj*, quindi concludiamo 
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(17) TAft^iV^Vk = ^l 

Adunque, merci Ic (16) e (17) Tequazione (ij) si pud scrivere 

E cosi siamo giunti a questo teorema generate : Imaginiamo che la 
curva di quart'ordine sia generata mediante una cubica ed una co- 
nica, e che dalle coordinate omogenee d'un punto della C^ siano 
dedotte le coordinate omogenee del punto corrispondente della C, 
nella maniera indicata al n** 3; I'Hcssiana della C^ i una fun:(ione 
tale delle coordinate d'un punto , che il quadrato del valore che essa 
piglia in un punto mobile della C^ coincide col valore che piglia nel 
punto corrispondente della C, allora, ed allora soltanto, quando il punto 
mobile pass a per un flesso della C^. 

9. Ed ora volendo formare I'equazione in 9, che dk i parametri 
dei flessi di C^ , siamo ridottr ad eliminare a:^ , ^, , x^ tra le quattro 
equazioni 



.a ^ .. ^a ^ ^. ^7 



(3) .u, = a,a,, u, = a,a,, u^ = a,a^, 

(18) (Aiy = \] 



'my 



ed a sostituire alposto delle w tre forme binarie quadratiche in 6^, 6,, 

di cui rinvariante simultaneo sia uguale a [/3, ed al posto delle 

u le loro Jacobianc divise per \^i. 

A questo scopo, insieme all'Hessiana A della forma temaria cu- 
bica fz=La\y introduciamo anche (seguendo la notazione di Clebsch 
e Gotdah) i contravarianti 2, T, F e gli invarianti S q T. Deno- 

tiamo poi con [2], [T], [F] ci6 che diventano rispettivamente 2, T, F, 

f 
quando alle a, , 1*, , u^ si sostituiscano le (3), e poniamo -j-^zf. Con 

ci6 sussistono le relazioni seguenti (*•) 

(♦) Vedi le formole (3), (4), (9) della raia Nota « Sulle curve piane del 
"tifi^ordine yt (questi Rendiconti, t. VII, 1893, pp. 19-25). 
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(19) [2] = .>(-i-5p'--L) 

(20) [F] = A' ? (2 [T] p _ -I A' p' - ^ A') . 

Se il punto x e un flesso della C^, per la (i8), A' coincide col 
valore che assume A sostituendo alle x^ le w,, valore che denote- 
remo con [1]; allora \c relazioni precedenti diventano 

^ (6[2] + [4]) = 5[d]o= 



3 
9 ni]y - S4 [A] [T]?' + 27 [F] := - 2 fA]'p, 

da cui, eliminando p, si ricava 

■ 3 !4 r(6 [2] + [A])* - 36 S[T](6 [2] + [A]) -• 27 5'[F]{' 

(21) 

= 8 5' [A]' (6 [2] + [A]). 

Questa equazione , se con [1] si intende la forma binaria di 
6** grado, che nasce dal sostituire in A^ alle zc/, , w^, w^ tre forme 

binarie quadratiche coirinvariante simultaneo' /if z=: j/j, e se con 
[2], [T], [F] s'intendono le forme binarie dei gradi 6, 6, 12, che 
tiascono dal sostituire nei contravarianti 2, T, F alle w, , w, , w^ le 

Jacobiane, diviseper [/j, di quelle forme quadratiche, 6 di 24" grado, 
e determina i parametri corrispondenti ai flessi della C^. Risoluta 
questa equazione di 24° grado, per avere le coordinate x^ , x^ , .v^ 
del flesso corrispondentc ad ima radice 0, bisogna sostituire questa 
radice nelle (9) e (10) per calcolare le tf c le u\ indi , note le w, 
bisogna risolvere le (3) rispetto alle x e si avranno (n° 3) quattro 
soluzioni , tra le quali bisogna scegliere quella per cui k verificata 
la (18). 

10. E notevolissimo il caso, in cui la curva di 3° grado, che si 
adopera per generare quella di 4", i equianarmonica. Allora si ha 
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5 = 0, e Tequazione (21) si semplifica , riducendosi ad una equa- 
zione di 6° grado in 6 

(21') 6[2] + [A] = o, 

di cui le radici sono da contairsi ciascuna quattro volte. Ora i quattro 
punti corrispondenti a ciascuna di queste radici sono tutti quattro 
flessi di C^; infatti, dato 9, per tutti quattro i punti x ricavati dalle 
(3) si ha ora, in virt6 della (19), 



M = - 4- W; 



e per6, se 6 soddisfa alia (21') per tutti quattro quei punti i veri- 
ficata la (18). 

Pertanto, se la C^ h equianarmonica, i flessi della C^ si distri- 
buiscono in sei quateme ; ogni quaterna corrisponde ad una radicc . 
della equazione (21') di 6° grado in 6 e, in virtii delle (3), i base * 
d*un fascio di coniche contenuto in una rete (la rete di coniche 
polari rispetto alia C); di qui segue che due qualunque delle qua- 
teme considerate di flessi sono otto punti d'una conica. E per6 pos- 
siamo conchiudere, che, se la C^ i equianarmonica, i 24 flessi della 

C^ stanno 8 a 8 sopra ( ) = i S coniche. 



Palermo, luglio 1893. 



F. Gerbaldi. 
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PER UNA NUOVA EDIZIONE DEI LAVORI SCIENTIFICI 

DI ENRICO BETTL 



(Circolare) 

Roma, R. Accademia del Lincei, 7 luglio 1893. 
Chiarissirno Signore, 

La R. Accademia del Lincei neiradunanza del 4 dicembre 1892 ad onorare 
la memoria del compianto prof. Enrico Betti, che fu per lunghi amii uno de' 
suoi membri, piii illustri, decretava che ne fdssero raccoiti in una nuova edizione 
i lavori scientifici (*). L'edizione sar4 preceduta dal racconto della vita del Betti 
per cura del Presidente dell' Accademia, prof. Fr. B r i o s c h i. Ad agevolare ed a 
rendere meno imperfetto I'adempimento del solenne voto accademico, il sottoscritto, 
presumendo che le produzioni mandate alle stampe non rappresentino tutta To- 
pcra scientifica del Betti, rivolge calda preghiera a quanti ebbero corrispon- 
denza colTinsigne geometra perchft gli vogliano comunicare o le lettere di carat- 
tere e valore scientifico o quelle particolari notizie su altri lavori non stampati 
di cui avesscro cognizione e che paresse opportuno richiamare dalTobbllo. Per 
norma viene aggiunto un elenco delle pubblicazioni fatte dal Betti durante la 
sua vita. (••) 

L'Amministratore aggiunto dell'Accademia 

Valentino Cerruti. 



L'INTERMEDIAIRE des math£maticiens. 



( areolar e) 

Paris, juin 1893. 
Monsieur et cher confrere, 

Pcrmettez-nous dUttirer toute. votre bienveillante attention sur une publica* 
tion math^matique periodique d*un caract^re absolument nouveau, et dont le but 
vous trouverez ci-incluse. 

L' Intermidiaire des Mathimaticiens parattra 4 partir.de Janvier 1894. Lorsque 
le moment sera venu, nous n'h^siterons pas k faire appel h votre d^vouement pour 
la Science, et nous vous demanderons de contribuer, par tous les moyens en votre 



(•) Vedi quest! Readiconti, t. VI, 189I, pp. 245, 247. (N. A. R.). 

(*•) Per niAUcaa^a Ai spAzio rimAadiimo aJ altro fascicolu U riprodozione dell'Elenco (K. d. R.) 



pouvoir, 1 a^sjrer I'eiistence Jc cetie publication, si vous en »vei consutd cotnine 
nous U granJe utilrti^. Q,uini X present, notre but est Auire. 

Ainii que noui I'mdiquons dans U Prifice. leRecueil done tl s'jgii sen beau- 
coup nioins 1e nAtre que ce'ui Jli public mAlhi.uitiquc lui-ni(mc. Livris i not 
propret forcv;, uous n; pouvoni rien dans cet ordre d'Jdiei. Pour la ridaciioa 
du pfcinicr numiro, 11 noui parait done indbpensabie d'aroir di]i des (Itoieots 
que nous ne poss&lons pas enire les mains i I'avance, eC que vous seal 6tcs k 
miras de [lous fournir. 

Si V0U3 avjei TamabiUtA de nous envsyur dei questions dans I'esprit indi<fu£ 
par laPrifice.soit «ur let Mathfinatiqu^s propreniciit ditcs, soil sur la Bibliographic 
math tmiti que , nous voui en scrioos r&:oonaijant«. Les questions que nous au> 
rons rc{uci scroni imprini6es en ^preuves, et ccs fpreu^'ej vous seront commuoi- 
qufea. Eltci pc<urront provoquer de votre part, au nioins pour quelquei-unes d'cnttv 
ellci, dcs soludoni ou da ruponses que nous imprimerons egalcinent ei doni nous 
vout ailresserons auisi les fpreuves. 

[I risulten dc eette maaitcc de faire qu'l la I'm de I'anatc nous aurons co 
niaint la matiire d'un ou pcui-tire de plutieure numtros, de telle sotte que Ic 
publication, dti son dibut . prendia son viritable caractirc; nous ne serons paj 
exposes aut titortnein^nts ei lui d^feccuositts qu*entfalneraii uiie reaction exclu- 
fiivemcni faiie par nous-mtmci; utic telle redaction ne pourraii reprdsenter I'eipfit 
giniral que le iournal prcndra sous votre iropuision, et, dans tous les cas, elle 
rendrait impossible 1» publication imm^iate de solutions ou de riponsc!'. 

Ce n'cst pas 1 diri: que da perfe<:tio".nemen[s ultirieurs ne pourronl paa 
t'introduirc dan cctte pjblicitioii; nout i:rovon au contraire que les conseils de 
noi CO rre; pond ants , les proposition; qu'ils nous soumettront, et dont nous noui 
emprcsierons de profiler chaquc fois que 'a chose se pourra, conduiront A donner 
4 V InUrmidiairt dts Malhimaticitns an in(4r*t scientilique sans cesse croissant. 
Mais 11 faul, en debutant, se placer dans tcs ineilleures conditions possibles, et 
c'cst pour y arriver que nous venons solliciter voire collaboration. 

Nous sommes certains que vous ironsentirci K nou« I'accorder, nous vous en 
reniercions i I'avance, el nous vous prftsentoni . Monsieur et cher coofrtre , nos 
sa'utations retpectueuscs et cordia'ci. 

C-A. L a i s a ti t , 

£mileLemoine, 

Ingi-tai tl>i|. Aseiia Elcic di l'£folc P^lyuchnlqiic. 

Pri'n (U vo'i'air him envoyer Itt ripoaiti on eorrupondanees, soil i la LikRAf 
Rie Gauthier-Villars et fils, ;;. quai det Grands- Au ^siins i soil k Tune ou 
I'auire Je5 deux adresscs ci-de»ous : 

CA. Laisaiit, i6i, avenue Victor-Hugo. 

K, L e m 1 n e, >, rue Liltri. 
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RICERCHE 

SUI SISTEMI LINEARI DI CURVE ALGEBRiCHE PiANE, 

DOTATI DI SINGOLARITA ORDINARIE; 

Memoria di G. B. GUCCI A, in Palermo. 



Adunanze ii giugno i), 27 iigo9«o 1893. 



§1. 

Inifrodki'XietBe. 

1. Nella geometria del piano, una serie oo* (k volte infinita) di curve 

algebriche C dello stesso ordine n che sodisfanno ad ^ ^^» + 3) — k 

condizioni comuni, taU che, presi k piinti ad arbitrio nel piano, per 
essi passa una, ed una sola, curva soggetta alle condizioni predette, 
dicesi, come i noto, sistema lituarc d' ordine n t dimtnsione k (*), e 
sara indicate col simbolo [CJ* (**). In particolare : pel caso estremo 
irzco il sistema s'intende costituito da una curva unica; per k=z i, 2 
il sistema prende il nome rispettivamente di fascio e reU; e per 

k :=:-^n(n 4- 3) il sistema comprende tutte le curve d'ordine n con- 

teniTte nel piano. 

(•) Cfr. : dejonqui^res, itude sur Us singulariUs des surfaces algi- 
hriqnes (Journal de Liouville , 2< serie, L VII, 1862); Cremona, Prelimi- 
nari di una teoria geometrica delle snperficie (Meraorie Ace. Bologna, 2^ serie, 
t. VI- VII, 1866-67), no 42. 

(••) Per senapUcicd di scrittura, pei casi ijr :=: i, * = 2 adopereremo risp. i 
simboli (C), [C]. 

Rend. CirQ, Malm., t. VII, parte x*.— Stampato il 12 sctt^mbrc 189J. 25 
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a) Un sistema Hneare [C]* d'ordine n e dimensione k i dcter- 
minato da i + i curve d'ordine n, che non appartengano ad un me- 
desimo sistema lineare di dimensione < it, o altrimenti, come dicesi, 
da i + I curve d'ordine n Uncarmente indipendenti. Assumendo ad 
arbitrio, nel sistema [CJ*, q gruppi diversi di t,+i, *,+i, ..,*,+ ! 
curve (*,+*,+ ... + Jfej = Jt — y + i), i ^uali determiaano ri- 
spettivamente q sistemi lineari [C]*S [^]**> • • • [C]*** ^gni curva 
del sistema [Cf pu6 essere ottenuta come curva del sistema lineare 
00*"' individuato da q curve scelte ad arbitrio rispettivamente in 
[C]*S [CjS . . . [C]*«. I gruppi di punti nei quali le curve d'un si- 
stema lineare d'ordine n e dimensione k segano una trasversale qua- 
lunquc costituiscono un'involuzione di grado n e specie k\ e vice- 
versa, se le curve (dello stesso ordine) di una serie oo* sono incon- 
trate da una retta arbitraria in gruppi di punti di un'involuzione, 
esse formeranno un sistema lineare. (*) 

V) Due sistemi lineari di dimensioni it, e Jt, , contenuti in un 
sistema lineare di dimensione it <it, + it, + i, hannoin comune un 
sistema lineare di dimensione it, + it, — i. Per es. due fasci conte- 
nuti in una rete hanno una curva comune ; un fascio ed una rete 
contenuti in un sistema lineare oo' hanno una curva comune; due 
reti contenute in un sistema lineare oo' hanno in comune un fa- 
scio; etc. (**) 

c) Due sistemi lineari oo* si diranno projettivi quando le curve 
<leiruno corrispondono alle curve dell'altro, ciascuna a ciascuna, in 
modo che per /= i, 2, . . . A alle curve del primo sistema formanti 
un sistema lineare minore 00*"' corrispondano curve del secondo for- 
manti un sistema lineare minore 00*"'. I due sistemi minori corri- 
spondcnri saranno evidenlemente projettivi. Due sistemi lineari pro- 
jettivi ad un terzo sono projettivi fra loro. I gruppi di punti nei quali 
le curve di due sistemi lineari projettivi 00* segano una trasversale 
qualunque costituiscono due involuzioni projettive di specie h\ e vi- 
ccversa, se le curve di due sistemi lineari 00* sono incontrate da una 



{•) Cremona, 1. c, n« 43, 74. 
(••) Cremona, I. c, n° 43. 
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retta arbitraria in gruppi di punti di due involuzioni {)rojettive, i due 
sistemi saranno anch'essi.projettivi. (*) 

d) Dati k — / sistemi lineari projettivi di dimensione k, le curve 
corrispondenti che pass^ano per pn punto scelto ad arbitrio nel piano 
costituiscono k — / sistemi lineari minori projettivi di dimensione /. 
In particolare (/ = o): Per un punto qualunque del piano passano 
k curve corrispondenti di k sistemi lineari projettivi di dimen- 
sione k. Etc. 

2. Siano : [C]* un sistema lineare d'ordine n e dimensione k] 
C* la sua curva generica; un punto del piano. Suppongasi : 

a) che la curva C* passi pel punto con r(> o) rami a tan- 
genti tutu distinte; 

h) che, indicando con Y, , Y,, ... Y, 5{^r) rami uscenti da 
O di una curva scelta ad arbitrio nel sistema [CJ*, la curva C* con- 
tenga, oltre 0, 7« (> o) punti del ramo Y^ (m= i, 2, . . . ^) infi- 
nitamente vicini ad O : abbia cioi in un contatto d*ordine 7« col 
ramo Y^; . 

d) che il gruppo delle r tangenti in alia curva C* generi 
un'involuzione di raggi [del grado r, con s raggi base semplici nelle 
tangenti in ai rami Y, , Y, , . . . Y, (♦♦)] della specie x (;^ i ov- 
vero =^ r — x, secondo che k ^ ovvero > r — s). 

Diremo che il sistema lineare [CJ*, d*ordine n e dimensione k^ 
possiede nel punto una singolarita ordinaria 

(J) [^ ^ fr,> 7,, ... 7,), x]. 

Pel sistema [C]* supporremo soltanto che le condizioni lineari 
alle quali soddisfa, alPinfuori del punto 0, la curva generica C* 
siano indipendenti dalla singolariti {A). 

a) In particolare: per x = r i x = o; eperi = o la singolariti 
ordinaria [r, x] h un punto base (f)-plo i cui gruppi di r tangenti 
alle singole curve del sistema costituiscono un'involuzione di raggi, 



(*) Cremona, I. c« n« 44, 74. 

(**) Due propostxiotU relative alle involuzioni di specie qualunque f dotate di 
singolaritd ordinarie (quest! Rendiconti, t. VII, 1893, pp. 49-60), n° i, «. 
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di grade r e specie x (^ fc ovvero =^ r, secondo che k ^ ovvero 
> r), senzd raggi base. 

3. Piu'ionanziy quando ci occorrerd di considerate varisist^mi 
lineari 00* [C,]*, [Q]*, ... dotati, in ua nuedesimo punto O, di sin- 
golarit^ ordiitanc aaal<^he ad {A)y s'intendcranno indicalx con 
^*i.i > ^j.i >» • • • ^'*f»i -^i ''^™i d' ^^^ curva scelta ad arbitrio nel sistema 
[CJ* (1=1, 2, ...) e con il simbolo 

la singolarilA cbc il sistema \C^ possiede nel punto 0; dove r^ , 55 , 

7/^ == '> ^> ••• '^<)» *i ^^^ ^ numeri analoghi ad r, J, 7« 
(w = I, 2, . , . j), 5c (n° 2). 

4. Ritomiajno al sistema [C]* (n** 2). Tutte le curve d'ordia€ 
n^ k quali soddisfaxxo^ nel punto 0, alle condizioni d)y b)y c\ co- 
stituiscono un sistema lineage [C]*'> di dimensione k'^ky nel quale 
6 contenuto il sistema [C]*. Per guisa che, indicando con y iL nur 
mero- totale delle condizioni [per ipotesi indipendenti dalla singola- 
riti {A% alle quali sodd^fa, alPinfuori del punto O, la curva ge- 
nerica C* del sistema [C]*, sari • 

k — h' — 'i. 

Per Y=o> oi^de fe^i', il sistema [C]* coincide col sistema [CJ*': 
6 un sistema lineare d'ordine n e dimensione k dtterminato da una 
singolarita (A) in un punto 0. 

5 . Suppongasi in generale y ^: o, eppero k =^ k\ Per il sistema 
[C]*', contenente [CJ* e determinato dalla singolariti (A) nel punto O, 
si ha (essendo k ^ x) k' =: x. 

Si considerino tutte le curve d'ordine n^ le quali soddisfano nel 
punto alle condizioni a) e b) (n"" 2),. Esse fbrmeranno un sistenm 
lineare [C]*", di dimensione 

nel quale h contenuto^ alia sua volta, il sistema [Cf*. 
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^ , Due casi sona da prendere ia esamis z 

i^ *"> r — 5. In questo casa i gruppi di r tanggntir fit OaU^ 
dtirve del sistema [C]*" costituiranno un*involuzione di raggi di spe- 
ll^ r — s. Sari q'uindi 

^ si avri pel sistema {C]*': 

it' z= Jt" — (r — 5 — 5C) 






= >'(« + 3)-r(r + 3). _^,^ ^. , + ,. 



2° ifc" ^ r- — s. In questo caso. i gruppi- di r taogeoti in- alle 
pinre del sistema [C]^" formeranno un'involuzione di raggi di spe- 
,iJtRK k". Sar^ quindi 

^ sL avxi. pel sistema [Cj. ,. . 

Epper6: 

/ft »n sistema lineare d'ordine n e dimensione k', d'ettrtuinalo dd 

singolarith (A) in un punto del piano : 



. s.'J^L±Jl^l(L±Jl_^,^^s>o,l.^r-s.k'>.-, 

£ reciprocamente (*). 

(*) Da questo teorema discende in pftiticolare ii seguente corollario : 

Sia [C] un sistema lins.ire di curve d'ordine n delermifMto da una singolarith 

(O ' (?! ) ?2 > • • • 7< )> i] (^ < r — I*) i9i w$ punto dd pioMO*. Ss g i u$^ nummfo 

Mero >o compreso entro i Jimiti: 
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6. Si osservi che^ se nel sistema [Cf (n"* 2) si suppone 5t < it, 
poichi f ^ i sari X < f. Onde (n** 5) : 

e per6 

*' = r — (r — ^ — x); 
conseguentemente (n^ 4): 

k = k" — (r — s — x) — f 

w (^ + 3) — ^ C'' + 3) "^ , , 

= ^ ^^ ^ — ^ — Z^*" + J + 5C — Y. 

Di quest'ultima formola davremo fare uso piCi tardi. 

7. Nel sistema [Cf (n** 2) i gruppi di r tangenti in alle sin- 
gole curve costituiscono, per ipotesi, un'involuzione di raggi di grado 
f e specie x (^ k owero ^ r t- -^j secondo che k ^ ovvero > r — j) 

/« c«rf^^ d$ [C\ U quali passano par g punti scelti ad arhitrio nel piano , passano 
tutu per altri 



punti, che sono conseguen^a dei primi, 

Co9\ ad esempio (r = » — v; j = o, onde ^^ = o) : In un sistema liaeare 
d*ordine if, determinato da un punto base (« — v)-plo (v < » — i), i cui gruppi 
di tangenti costituiscono un*invoIuzione generale di grado n — v e prima specie, 
le curve che passano per , 

^y^nv^lil^y = o> ^ 2,...ii — V — 2) 
punti scelti ad arbitrio nel piano, passano tutte per altri 



^^ (v + 3) 



punti, determinati dai primi. 
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dotata <Ji 5 raggi base semplici (le tangenti in ai rami T^, T,, ... T,). 
Ora, se x < r — s, questa involuzione, il cui gruppo generico con- 
tiene 5 raggi fissi ed r — s raggi mobili , ammette, com'i noto, 
(*+ ^)(X — ^ — *) gruppi, in cialcuno dei quali x + i raggi coin- 
cidono fra loro. D'altra parte> un gruppo quaisiasi dell'involuzione 
in discorso determina in [C]* un sistema lineare oo*~*, ogni curva 
del quale ha per tangenti in le rette che compongono il gruppo 
medesimo. Epper6 : 

Un sistema lineare oo* dotato, in un punto 0, di una singolarita 

ordinaria (A) (st < r — s) contiene in generate (x + i)(r — s — x) 

sistemi lineari oo*^ (per x r=: it una curva) , per ciascuno dei quali 

X -f I tangenti in alia curva generica coincidono in una retta 

fissa (*). Etc. 



SisienU lineari oo^ detemUnaH da k + i curve date. 

8. Siano date nel piano jfe + i curve Q , C, , ... Q dello 
stesso ordine n e linearmente indipendenti. Suppongasi : 

I® che le curve Q, C, , ... Q passino per un medesimo 
punto, 0, rispettivamente con r^ r^y ... r^ (o <r ^r, ^^ ... ^r^) 
rami a tangenti distinte (**). 

2^ che, indicando con Y, , T, , . . . T^ gli r rami della curva 
Q uscenti da 0, la curva Q (/ = i, 2, ... it) contenga altri 7|,«, 
(^o, m=i, 2, ... r) punti del ramo V^ infinitamenie vicini ad 
(abbia cioi in un contatto d'ordine 7|,« con T^), 

In queste ipotesi vogliamo indagare come si comporta, nelle vi- 
cinanze del punto 0, la curva generica C* del sistema lineare d'or- 
dine n e dimensione it, [C]* = [Co, C, , ... Q], individuato dalle 
it -|- I curve date. 



(•) Per j = o, x = * cfr. Doehlemann, Uehrr lineare Systeme in der 
Ebene und im Raum und Hber der en Jac ohi'sche Curve heiiebungstueise Jaco^ 
bi'sche Fldche (Math. Ann., XLI, 1893, pp. 545-570), p. 547. 

(**) Per semplicit4 di scrittura indtchiamo con r in luogo di r^ il ^rado di 
nioUiplicit^ del punto per la curva Q , 



aOO G. 1. GDCCIA. 

a) Couduiiasi pel puuto una retta arbitraria R. Essa i 
tKr,\ li; curve del ststcma [C] in gruppi di punll Ji uti'mvoUizione 
di grado n c specie i, /', la quale & dcterminata dai it + i gruppi 
(di n punti) in cin R i incontiata dalle cur\*e C„. C, , ... C,. Poi- 
chfe per le ipotcsi fartc qiiesii gruppi hanno in O, rispettivamente yi 
wn punto (r)-plo, (r|)-plo, . , . (rt)-plo, ed A r ^ r, ^ . . . ^ r,^ 
ne segue che I^ avri un punto base C'")-plo in O ("). Di qui 
ferisce che la curva generica C* hz r delle sue intersezioni con iK 
retta R, le qnali sono riunite nel punto O; val quanto dire che il 
sistcma [C]' ha un punto base (r)-pIo in O. 

Vogiiamo ora conosceTe se puo accadorc cl>e i delle f langeml 
in aTla curva srenerica C* del sistema [Cj'colncidanoin una ni«» 
desima retta, t. 

A causa della linearity del sistema , la retta t non puo esse* 
mt^ilt (cioi variabilc da curva a curva con tutti i parametri del 
sistema), perche se ci6 avvenisse si avrebbe In ta! caso un'Jnvolit- 
zionc di raggi , gencrata dalle tangenti in O alle singole curve del 
sistema , ogui gruppo mobile della quale conterrebbe un clementa 
(/)-plo; il clie 6 assurdo. Dunquc, scia retta t esiste dev'essere jiwo* 

Suppongasiclicogui curva del sistema [Cf(eccetto Q, C,, ... Cj, 
le cui tangenti in O per ipotesi sono tuite distinte) abbia s delle sue 
tangenti in O le quali coincidano in una retta unica t. Dvic i 
sono Ja prendere in esame, cioi: ciie la retta t non iroi«rt(/a,ovvert 
eoiiidda, con alcuna delle r tangenti in alia curva Q. 

x) Nella prima tpotesi, siano /, , /,, ... / (o^^^ r — s) 1 



IVif undone del 
a Ri iaeotit 



(•) AlgebriMmenle : IndicanJo con a ;^ «, x, -|- «j Xj : 

punto O c con G„, G G^ polinoini omogenei coinpJcii 

vanicntc dei gradi n — r, n — r n — ri , i t -j" • gruppi '" cui 

djUti curv'c Co I C, , ... C't iarj.uao rjpprescntail d;illc cqiuzioni 

X' Go = o, a'l G, = o, . . . *'* G, = o; 

c conitfgucriluiiKiHlc, indiciiido con \ ,\,, ... Xj pirj.iictri arbitrari, sati 

/; = a' (Go + X, a'.-' c, -|- . . . + ),» a'*-" C* ) = o 
roquaiione dLiU'iavoluzioiii: \a ■Xix.aao. Dal che ricavasi che ogiii gruppo di 



u cOjliluito dal punt 



voile c dn -altri • 



' punli dclU rcUo. 
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eventuali tangenti ^pinijni, in 0, i^Ue curvp Q ^ P*y ^ siano inol- 
tre /^, , /^, , ... t^ le rimanenti fangenti della curya Q nelpunto 0. 
II sistema [C]* pu6 considerarsi come individuato dalla curva Q 
presa insieme a k altre delle sue curve, C,', C^, ... Q', scelte ad 
arbitrio (n° i, /i); per il chf s^rivpremo 

|.Cj i^ 1^0* ' i> • • • ^*J ^ L^o» ^i » • • • t-*]' 

Siano t'i^^ . /^, , , . . /-^^.j^, le rimanenti r — s — q tangenti in 
alia curva Q (i;=: i, 2, ... i), oltre t e ?,,/,,.., Z^. Cip posto, 
U griippo 4^1U ^ jtangenti in O ad una curva qualsia^i del sistema 
[Co* C[t f t . Ch] sari cont^nuto in un'involuzione di raggi, di grado 
r e sp^ge ^ Jt, drila quale fan parte i s/eguenti k + i gruppi : 

V»i J * a > • • • *qy *j^-i > *j+a > • • • vyj 
V*i > 'a > • • • *y > *i,i > *i,2 J • • • *,,r— 1— j> '^yj 



V*i J * a > • • • Ky h^y ^*,»> • • • *k,r-.s~-jy ^ )y 



(iov^ ii simbolo t* indica il raggio t contato x volte). Ora egli i evi- 
dente che un'iavoluzione siffatta (dotata di q raggi base semplici 
i^y /, , ... t^ non pu6 possedere ua raggio base nella rerta t, nh 
muliiplo Qjb 6emplice. Dunque : s{^ i) tangenti in alia curva 
generica C* del sistema [-Cj* non possono coincidere in una retta fissa, 
Is quale non touhi in la curva Q. 

fi) N«lla seconda ipotesi , ove cioi si supponga che la retta t 
coincida con -una delle r tangenti in O alia curva Q , indicliiamo 
con /j , ^,, ... t^ (p ^^ q ^^ r — s) le eventuali tangenti comuni 
in O alle curve C^ e C*, oltre t; con t^^^ , t^^^, ... t^_^ le resi- 
duaJi tangenti in O alia curva Q; e con //, , /^,, ... /. ^ _^_^ le 
residuali r — j — ^^ tangenti in O alia cunra C*f' (i = i, 2, . . . it) 
oltre T e /j , ^, , . . . ^^. Si perviene analc^amente ad un'involuzione 
^ r^gi> di grado r e specie ^ it, alia quale appartengono 1" it % f 
gruppi : 

Rend, Circ, Matem., t. VII, parte i*. — Stampato il 13 sett^mbre 189J. a$ 
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Vi > ^a >. • • • 'l > ' ^.i y *i,a > • • • *i,f--»— j > '^ /> 
Vi > ^a > • • • ^f > ^»,i > ^»,a > • • • ^l.f-1-f > '^ }• 



Poichi sifFatta involuzione non ammette in t un raggio base di 
fnoltiplicitJi > i, ne segue che : ^(> i) tangenti in O alia curva 
gtnerica C* del sisUma [Cf non possono coincidere in una delle r tan- 
genti in alia curva Q. 

Da quanto precede si conclude dunque che la curva generica C* 

del sistema [C]* passa per il punto con r rami a tangenti distinte. 

' b) Per ipotesi, il ramo V„ della curva Q contiene , riunite in 

Q^ fj 4- 7i,«, delle sue intersezioni con la curva C,(/:=: i, 2, ... J). 

Segue da ci6 che, indicando con w^ il piii piccolo dei k numeri 

il ramo T. conterri , riunite in 0, rs^ delle sue intersezioni con 
ciascuna delle rimanenti curve date C, , C, , . . . Q ; e per6 il ramo 
medesimo conterri , riunite in 0, ty^ delle sue intersezioni con la 
curva generica C* del sistema [Q, C^, ... Q]. Ora questa curva, 
per quanto abbiamo dimostrato pifi sopra, passa con r rami pel punto 
0, ed ha ivi, inoltre, tutte le sue r tangenti distinte. Ne segue dun- 
que che il ramo Y^ di Q ayri in comune con uno degli r rami 
della curva C*, oltre il punto (il quale conta per r intersezioni 
di V^ con C*), altri rs^ — r punti infinitamente vicini ad 0, Qo 
toma a dire che la curva generica C* tocca in (con uno dei suoi 
rami) il ramo V^ della curva data Q secondo un contatto d'ordine 
rs^ — r. 

c) Suppongasi che s (^ r) degli r numeri rs^ — r siano eguali 
a zero. In tal caso egli t evidente che i gruppi di r tangenti in O 
alle singole curve del sistema [C]* formeranno un*involuzione di raggi 
del grado r, ogni gruppo della quale sari costituito di s raggi mo- 
bili e di r — s raggi fissi, tangenti in O ad altrettanti rami V della 
curva -Q. Pertanto questa involuzione sari di specie ^i(se k^s) 
ovvcro di specie ^ x (se fe > x). 
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« 

Irisult.iti ottenuti si riassumono nella proposizione seguente : 

Teorema I. — Siano Q , C, , ... C^ M + i curve dtllo stesso 
ordine, linearmente indipendenti, It quali determinino ml piano un si- 
sterna linear e oo*, [CJ*; supposto : 

1° che le curve Q, C^ , . * . Q passino per un medesimo punto 
' rispettivamente con r, r, , ... rj (o < r ;^' r, ^ . . . ^ r^) r^wii 
fl tangenti distinte; 

2° che, indicando con 1\ , T^ , ... V^ ^/i r ra/wi rf^//fl fttri^a Q 
uscenti da 0, la curva Q(/=:i, 2, ... ii:) contenga altri <:i„^{^6) 
punti del ramo V^ (m= i,-2, . . . r) infinitamente vicini ad (abbia 
cioe in un contatto d'ordine 7/,„ con Y^); 

allora : 

a) la curva generica del sistema [CJ* pas sera con r rami a tan- 
genti distinte pel punto 0, ed avra ivi, col ramo V„ della curva Q^, 
un contatto d'ordine 

^m — r, (m= I, 2, ... r) 

dove cr„, indica il piu piccolo dei numeri : 

i) J^ ^ (^ r) Je^/i r numeri 73^ — r j(?no ^^ua/i a :!^ero, il gruppo 
di r tangenti in alia curva gemrica del sistema [C]* apparterrh ad 
un'involu:(ione di raggi di grado r e specie ^ k ovuero j^ s (secondo 
che s ^= owero < k), la quale e dotata di r — s raggi base semplici 
tangenti in O ad altrettanti rami Y della curva Q (*). 

9. Per i=i, e ponendo 
^ = ^ + P> 7,.« = 7«(>o), m=i, 2, .•. q{;^r), 

si ha in particolare la proposizione : 

Teorema II. — Siano Q e C, due curve dello stessm ordine, le 
quali determinino uel piano un fascio (Q, C,); supposto: 

i^ cAe le curve medesime passino per' un medesimo punto 0, ri- 
spettivamente con r ed r + p (r > o, p ^ o) rami a tangenti distinte; 

(*) In generale, cio6 quando le curve C© , Q , ... C* sono arbitrar 
scelte fra quelle che soddisfano alle due ipotesi deli'enunciato, questa inv<^W 
di raggi sarfi evidentemente di specie =k (se k^s) owero =i (se k^s) 
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2° che, indicando con \\ , 1\, ... V^, V^^^ , . . . T^ ^/i r r^wi 
rff//tf ^iirvrt Q uscenti da 0, ta curva C^contenga altri r:„(yo) punti 
del ranio V^[w=:z i, 2, . . . </(^^01 if^finitamenlt vkini ad 0{iAbiH 
cioh in un contatto d'ordine 7^ con T^); 

allora : 

a) la curva generica del fascio (Q , C,) passerh con r rami pel punto 
0, ed avrh ivi un contatto d* or dine p -f c"« col raino T^,(fw= i, 2, .*. y) 
ed un contatto d'ordine p con ciascuno dei rami V^^, V^,, ... 1\ 
della curva Q; 

t) se p=:o, I gruppi di r tangenti in O alle singole curve del 
fascio costituiranno un' invdlw^ione Ji raggi, di grUdo r e prima speciey 
dotata di q raggi base semplici nelle tangenti in ai rami T^j V,,...Vj 
della curva Q (*). 

10. Come applicazione del Teorema I prendiatno in esafAe il 
seguente caso, 

Le Jfe+i curve d'ordine n, linearmente indipendenti, considerate 
nel n° 8, siano distribuite in due gruppi di h -{ i e k — h dementi; 
e suppongasi : 

I** che ciascuna delle curve Q , C, , , . . C^ (0^ A <^) passi 
con r rami, e ciascuna delle curve Q^, > C^^ , . . . Q con r + p 
(p > o) rami, a tangenti distinte, pel punto O; 

2" che le curve Q(/:=i, 2, ..^ *), C;#(/' = l^ + i, A + 1, ..» *) 
contengano, rispeltivamente, altii c^Oo), <y^(:^r^ — p) punti del 
ramo V»,[m=:i, 2, .., y(^r)] della curva Q, infinitamente vicini 
ad 0. 

Ponendo nel Teorema I : 



(0 



fj — r, — . . » — fj^ — r, 

7,.« = 7,.^ = ... = 7a,«, = 7« o), 



(•) Per p > o, ^ = la curva generica del fascio ( Q ^ C, ) passeri r voile 
pel punto ed avr^ ivi un contatto (i'ordine p con ciascuno degli r rami 
Y, , V, , . . . 1\ della curva Q . Questo caso particolare t stato trattato dal 
sig. Kdtter [Die He s s e'sche Curve in rein geometrischer Behandlung (Math. 
Annalen, t. XXXIV, 1889, pp. 123-149), p. 126], per6 inconipletamente , giac- 
ch^ Tautore si limita a dimostrare che tutte le curve del fascio ( eccetto C, ) 
hanno in le stesse r tangenti. 



(2) 
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*^ifii»>i ^^^ *^lfi,« =^ . . • =^ 7ji,», = ^y^iC^^ C« ^"* p)i 

tm;±= t, 2, ..» ^C^)-)] 



SI trova 



onde 



^« = ^ + ^« f 



W ' ^^ » HI • 



Sicch^ nel caso attiiale la cuxya generica C* del si^tema 

ptssA con r rami a tangeiid distitite pel punto O ed ha ivi, inolot) 
un contatto d'ordine c„ "Col nitno'Y^ (ms^ I, a> ... f) della curvtt C^,^ 

Vc^liamo Ota -esamlnare piji da vicino IMnvolueione di r^gi , 
del grade Ty formata dai gruppi di r tangenti in alle cun^e di [C]*; 
della quale involuzione sappiamo soltanto^ in viftCi del Teorema I, 
che posMede ^ raggi base semplici Rdlle tangenti in O ai rami V, , 
Vj, . ... V^ della cufva Q, e che i di specie «Jt ovveno ^r — g^, 
secondo che k «^ ovvero > r — ^. 

A tal uopo Con$ideriamo i du« si^tcmi lineari oo*, oo^^: 

[Cj ^ [Q, Cj , ... CJ, [Cj ^ f Q+i y Q+a > • • • Q] 

individuati dai due gn^ di curve dati. 

Applicando il Teorema I alle curve Q , C, , • « . Q si tmva^ 
in virni dei valori (i)^ che la curva generica, C'*, del sistema [C]* 
passa eon f rami a tangenti distinte pel pumo O ed ha ivi un con- 
tatto d'otdine ?^ col ramo r^,(^2srt, a, ... 9) della curva Q: c 
per6 si compofta in (in ^uanto a cnoltiplicitA e contatti) in modo 
affatto analc^o alia curva generica C* del sistema [C]\ Invece, appli-* 
cando lo stGSSo teofema all« curve Q^^ Q^., , . • . Q> mediaate i 
valori (2), risulta che la curva generica, C"*, del sistema [C]*""*"' 
passa con r + jp rami per O ed ha ivi, col ramo T^, un comiatta 
d'^dine ^^. 



206 G. B. GUCCI A. 

Si osservi ora die ogni curva del sistema [CJ* piio essere ottc- 
nuta come curva del fascio (C*, C"*) (n** i, a). D'altra parte, es- 
sendo per ipotesi p > o , in virtii del Teorema II ogni curva del 
fascio (C*, C"*) avri in le stesse r tangenti della curva C*. Se 
ne conclude dunque die i gruppi di r tangenti in alle curve del 
sistema [C]* coincideranno coi gruppi di r tangenti in alle curve 
del sistema [Cf: val quanto'dire saranno contenuti neirinvoluzione 
di raggi individuata nel punto dal sistema [C]*. Pertanto questa 
involuzione, del grado r, con q raggi base semplici nelle tangenti 
in ai rami V^ , 1\ , , . . Y della curva Q , sari di specie ^^ b 
ovvero ^ r — y, secondo che h ^ ovvero > r — y. 

Possiamo quindi enunciare la segucnte proposizione : 

Teorema IIL — Siano Q, C^ , ... Q, C^, , ... C^ k + i 
curve dello stesso ordint, linearmente indipendtnti, le quali determinino 
nel piano un sistema linear e oo*, [C]*; supposto : 

i"* che ciascuna delle curve Q, C, , ... Q (o ^ A < A') passi con 
r rami, e ciascuna delle curve Cj^^ , Q^, , ... Q can r + P (p > o) 
rflmi, a tangenti distinte, per un punto 0; 

2** cAe, indicando con V,, T,., ... V^ 5'(^0 ^^''^^ ^^^^^ mrva 
Q uscenti da 0, le curve Q (/=i, 2^.,.h)e Ct^{l'=h+i, h+2y...k) 

contengano, rispettivamente, altri 7^ (> ^) ^ ^m ("^ '^m — P) p^^^i del 
ramo V^(m=iy 2y . . . q) infinitamente vicini ad (abbiano cioe in 
0, rispettivamente, contatti d'ordini 7« e a^ col . ramo \\) ; 
allora : 

a) la curva generica del sistema [Cf passera con r rami a tan- 
genti distinte pel punto ed avrh ivi un contatto d'ordine 7^ col ramo 
Y^ della curva Q; 

b) il gruppo di r tangenti in alia curva generica del sistema 
[Cf sarh contenuto nelVinvoluT^ione di raggi costituita dai gruppi di r 
tangenti in alle curve del sistema lineare 00* determinato dalle curve 
Q> C, > • • • Q« Questa involu:(ione , del grado r, con q raggi base 
semplici nelle tangenti in ai ratni V, , 1\ , ... V^ della curva Q , 
sara di specie ^ h ovvero ^ r — q^ secondo che h ^ avvcro > r — q. 

II. Per jfe=::2, h=ziy y = o: Date tre curve Q, C, , C, le 
quali passano rispettivamente con r, r, r+p rami a tangenti distinte 
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e diverse per un medesimo punto O, la rete da esse deteroiinata avri 
unpunto base (r)-plo in 0, i cui gruppi di langenti alia curva ge- 
nerica formeranno un'involuzione di raggi di grado r e prima specie, 
senza raggi base, determinata dai due gruppi di r tangenti in alle 
curve C^; C,. 

12. Dal Teorema III si trae subito la seguente proposizione : 
Un sistema linear e oo, dotato d'un punto base (fyplo, O, i cui 

gruppi di r tangenti formano un'involuzione di specie k (con o senza 
raggi base semplici) non ammette alcuna curva che ahhia in un punto 
di moltiplicita > r. In fatti, se una curva con punto (r+p)-plo (p>o) 
in fosse contenuta nel sistema, qu;:sta e /; altre curve scelte ivi 
ad arbitrio individuerebbero. il sistema; ed in tal caso i gruppi di 
r tangenti in apparterrebbero ad un'involuzione di specie' <i 
(Teor. Ill, b\ ^QX b=ik — i). 

13. Ed in parti colare : Un fascio di curve dotato d'un punto base 
(fyplo , 0, con una (almeno) tangente tnobile, non pu) contenere una 
curva che abbia in nn punto di moltiplicita > r. - 



§ III. 
SUtemi IhieaH 00* cmi una Hnffolanitd, ordinaria. 

14. Sia dato un sistema lineare qualunque [C]*, d'ordine n e 
dimensione kj il quale possiede, in un punto del piano, una sin- 
golariti ordinaria (^A) (n° 2). 

In queste ipotesi vogliamo indagare se, e sotto quali condi^Joni, 
il sistema [C]* contenga in generale una (almcnd) curva, la quale passi 
con r + p (p > o) rami pel punto ed abbia ivi un contatto d'ordine 
<T^ col ramo T^Qn ^i i, 2, ... s). 

a) Suppongasi in primo luogo k ^ i. 

Se il sistema {Cf contiene una curva che ha in un punto 
di moltipliciti > r 4 necessario anzitutto (n° 12) che sia 

(3) , » < k; 

si avri quindi (n° 6) 
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(4) k = ^ ^ ^\ ^^ -^^—Z,^m + ^ + * — Y- 



Pongasi 



Egli i evidente che, se 

(6) X = o, 

VI ha nel piano una, ed una sola, curva, C, d'ordine «, la quale : 
passa con r + p rami pel punto O, ha ivi un contatto d'ordinc a^ 
col ranio V^ (w = i, 2, ... 5) e soddisfa inoltre alle y condizioni 
lineari [indipendcnti dalla singolariti (A) nel punto 0] , alle quali 
i astretta per ipotesi la curva generica del sistcnia [C]*. 

Se ora vogliamo che la curva C sia contenuta nel sistema [Cf 
bisogna che, pur essendo soddisfatta la condizione (3), la curva me- 
desima, presa insieme a k curve linearmente indipendenti del sistema 
[C]* determini un sistema lineare 00*; la curva generica del guale 
si comporti nel punto in modo atfatto analogo alia curva gene- 
rica di [Cy (n° 2; a, by c). 

Ci6 appunto ha luogo (n° 10, per /; = i — i) se 

(7) ^». ^ C-« — p. 

Sono dunque (3), (6), (7) condizioni necessarie e stilficienti 
affinchi il sistema [C]^ contenga una, ed una sola, curva (7 defi- 
jiica come sopca. 

Analogamente , se sono 5oddisfatte le coadiaboni {3) e (7), ed 

it! 



(8) S > o, 

il sistema [Cf conttrrrii un sistema lin^arc 00^, la cuirya generka del 
quale passa con r + p rami pel punto ed ha ivi un oontatio d'oT'- 
dine g^ col ramo V^ (pi=iy 2, ... s). 

Se ora sostituiamo nella (5) il valore di y ricavato dalla (4), 
avremo, in luogo delle (6) e (8), rispettivameftte k due relazioni : 
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Possiamo quindi enunciare la seguente proposizione : 
Teorema IV. — Sia dato nel piano un sistema linear e qualunque, 
[Cfy di dimensione jfe(> i), il quale possiede una singolarita ordinaria: 

[r, /(7,, 7a, ... 7,), *] 

[o ^ J ^ r, {j„ (m = I, 2, . . . j) > o, = o per J = o; X < *] 

in un punto (n° 2). Posto : 

P>o, ^^^V^ — p, 



a) se i rz: 6, il sistema [ C J* contiene una, ed una sola, curva, (7, 
la quale passa con r + p rami pel punto ed ha ivi un contatto d'or- 
dine ts^ col ramo T^ ; 

V) se k^ 9, il sistema [ C]* contiene un sistema linear e oo*~* di 
curve C. 

Ogni altro sistema linear e di dimensione > i, /a curva generica 
del quale passa per un punto con r rami a tangenti tutte distinte 
non ammette, in generale, curve che abbiano in un punto di molti- 
plicita > r. (♦) 



(•) Esempii : 
a) Se p = I, ff„, = ^„ — I si ottiene 6 = x + i; epperb : Un sistema lineare 
00* dotato d'una singolariti ordinaria [r, i (^, , ^^ , . . . ^, ), x] contiene un si- 
stema lineare di dimensione k — x — i, la curva generica del quale passa con 
r-\-t rami pel punto ed ha ivi un contatto d*ordine ^^ — i col ramo T,, (n° 2, h). 
Per X = ifc -T- I quest'ultimo sistema si riduce 'ad una curva unica. 

h) Nelle ipotesi precedent!, st s = r^ onde x = o, sar4 = i; epper6 : Un 

sistema lineare 00^ dotato d*una singolarit4 ordinaria [r, r ( 7, , ?2 > • • • 7r )> ^] 

contiene un sistema lineare oc*^', la curva generica del quale passa con r 4~ i 

rami pel punto O ei ha ivi un contatto d'ordine ^^ — i col ramo T., (m=i» 2f„.r), 

Rend. Circ. MaUm,, t. VII, parte i*. — ^Stampato il x8 scttcmbrc 189J. 27 
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b) Suppongasi Jb = i . 

Se il foscio (Q* conti&ne una cur\*a che ha in un punto di 
moltipliciti > r, sari (n° lo) : 

Sia (? una curva d'ordine n, la quale : passa con r -f p rami 
pel punto 0; ha ivi un contatto d'ordine g^ col ramo V^ (iw=i, 2,....r); 
e soddisfa inoltre alle y condizioni lineari [indipendend dalla singo- 
lariti (A) nel punto O], alle quali i astretta per ipotesi la curva 
generica del fascio (C)*. Se si vuole che la curva C appartenga a 
(C)', ossia che presa insieme ad una curva qualsiasi di (C)' deter- 
mini un fascio, la curva generica del quale si comporti in O come 
la curva generica di (C)', dev'essere (n** 9) : 

^- = T- — P- 
Ora, sostituendo nella (9), presa col segno =1, i valori : 

*=i, x = o, s = r, <x^ = 7« — p, 
si trova 

p=i. 
Eppero : 

Teorema V. — Un fascio qualunquc , con una singolarita ordi- 
naria : 

[ry r (t, , 7a , ... O, 0] [(;„(W = I, 2, ... r)>o] 



c) Nelle ipotesi a) e ^), se si suppone inoltre ^^ = i : Un sistema lineare 
00* , dotato d'un punto base (r)-plo O a tangenti fisse, contiene un sistema lineare 
00*^* che ha in un punto base (r-|-i)-plo a tangenti mobili. [Doehlemann, 

loco citato, 3), p. 548]. 

d) Neiripotesi a), se j = o, x = r : Un sistema lineare 00* dotaio d'un punto 
base (r)-plo (r < *), i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono 
un'invo'.uzione di grado e specie r senza raggi base, contiene un sistema lineare 
di dimensione *— r— i, la curva generica del quale ha un punto (r+i)-pIoin O. 
Per r=it— I quest'ultimo sistema si riduce ad una curva unica. [Cfr. Doehle- 
mann, loco citato, 2), p. 548]. Etc. 

Vedrenio piii tardi come il Teorema IV si poisa anche adoperare utilmente 
per costruire equazioni di sistemi lineari di curve dotati di singolarita ordinarie. 
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in un punto O (p!" 2), carUime una, ed una sola, curva la quale passa 
con r + I rami pel punto ed ha ivi un contatto d'ordine 7„ — i 
col ramo V„, (wi 1= i, 2, • . . r). 

Ogni altro fascio, la curva generica del quale passa per un punto 
con r rami a tangenti tutte distinte,^non amnutte, in generaJe, una 
curva che abbia in un punto di moltiplicita > r (*). 



§ IV. 
Generalizzazi^one di un teorema d/l Cremona. 

15. Siano dati ael piano i+ i sistemi lineari projettivi (n° i, c) 
di dimensione k e degli ordini n^ , w,, . . , fi|^,. Poich^i una trasver- 
sale arbitraria sega questi sistemi secondo ik + i involuzioni projet- 
tive di specie k e dei gradi n, , n,, ... fi^^, (n° i, c)y le quali am- 
mettono «, + ^2 + • • • + «Hi punti comimi, se ne conclude che : 
// luogo di un punto pel quale passino i + i curve corrispondenti di 
altrettanti sistemi lineari projettivi di dimensione k e degli ordini 
fi, , fi, , • . . fii^., e una curva (che indicheremo con 2) delVordine 

'^i + «a. + - - + «H, (**)• 

16. Cosi, in virtii di un X^enuua sui punti comuni a' J!r+ i in- 
voluzioni projettive di specie ky dimostrato precedentemente (***), pos- 
siamo senz'altro enunciare la seguente proposizione : 

Lemma. — Siano, nel piano, 

[c,]*, tcv, ... [c^j* 

k -\- I sistemi lineari cc*, projettivi^ risp, degli 4i^dini », , «a» ... ^4^ * 
I quali generino una curva, 2, dell' or dine «, + ^2 + • • • + ^a+i- 
Siano inoltre, per tutt'i valor i successivi di I da i a k, 

(♦) Per ^j = ^j = ... = ^, = I : Fra le curve di un fascio dotato di un 
punto base (r)-plo, a tangenti fisse (distintc o coincidenti), ve ne hc> una per la 
quale O 6 un punto (r-|-i)-plo. [C r e ni o n a, Introduxione ad una teoria geometric a 
dille curve piane (Mem. Aoc. tBoU^gna, XII, , 1^69), n^ 48]. 

(••) Cremona, Pr$limit ' -*c. n^ 118. 



aia 
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i -r I sistemi Utuari mimori oo^ conispcmiemH, 
menie mi sistemi co 



fc.r". [c.r^. -..[cu^. 



Indicando con 



'-.; ?.,.» ?».. 



h^m ("1 = i.a, ... *+ 



</rf nuiiieri interi ^o, /tf/i rAe 



?... 



f. 



Pk^ 



r ^(W ft il piu piccolo dei (* + 0' ««»»«'< ^*^ ^» oitengamo so 

fra loro k eltmtnti dclla niatricc 



?i,i » P«,i 



«.!> 



tut > f !,» » 



P».. 



?*.. 



Pi.*4-i > Pa,*-^i > 



• • • 



r».Hi 



apparttnenti ad oriT^T^ontali e verticali diverse; se in un punto O di um 
trasversaU R coincidono : • 

/^ inUrse:^ioni di R con la curva generica del sistema [C.]*, 

allora : fra gli «, + w« + • • • + ^*+i P^^^i comuni alia retia R t 
alia curva 1 ve ne saranno 

I quali coincidono nel punto O (*). 



(•) Per * = I (Cremona, Introdui., n° 51) : 

Siano : ^C^), ( C^ ) due fasci projettivi d'ordini », , n^ , i quali gemrino uni 

curva 2 d* or dim w, + '•» '» Q » ^'i ^'"^ rwrv^ corrispondenti dei fasci ( C, ), ( C, ) 

«S> in un punto di una Irasversale R coincidono rispettivamente : r\ ed r^ inter > 

sexfoni di R con h curve generiche di (C,) e (CJ; rj + ^I *^ ''i + ^i interseiiom 

m 

di R con le curve Cj e CJ; allora, fra gli », -[- «i ^«»/J comuni alia retta R e alh 
curva Y»ve ne saranno rj + rj + s\ od r[ + ^i + ^i {secondo che s'^^s^ owero >^J) 
i quali coincidono nel punto 0. 
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17. Pel coso particolare k=z2, del quale dovremo spesso fare 
uso pill innanzi , riterremo 11 seguente enunciato che si presta pid 
facilmente alle applicazioni : 

Siano, nel pianOy 

[C.l, [CJ, [C,l 

tre reti projettive, risp. degli ordini n^y n^y n^y le quali generino una 
cufvay 2, dtWordine », + «, + ^5- 
Siano inoltre : 

(C.). (Q, (C,) 

tre fasci corrispondenti, contentUi risp. in [CJ, [CJ, [CJ; t 

/r« ciirt;^ corrispondenti, contenute*risp. in (G^), (C,), (C^). 

Se in un punto O di una trasversale R coincidono rispettivamente : 
r[, r[, fj inter se;Joni del I a retta R con le curve generiche delle 

reti [CJ, [CJ, [C,]; 

K + ^i' y K + ^y ^l + ^3 inter se:(ioni di R con le curve generi-- 
che dei fasci (C;)y (CJ, (C,); 

K+^\ + Ky ^a + ^i + ^1 , rj + j; + /; interseiioni di R con le 
curve C, , C,, C,; 

allora, indicando con e fV />ffV piccolo dei sei numeri 



(10) 



s[ + s; + /;, s\ + s[ + /;, < + ^; + /;, 



/rfl ^/j n, + n, + «, punti comuni alia retta R e alia curva 2 ve ne 
saranno 

£=r; + f; + r; + e, 

i jtttf/j coincidono nel punto (*). 



(*) Cos), pel Lemma relativo a tre involuzioni projettive di secondai 
(Due proposiiiofth etc., Lemma I per ik = 2) ci riferiremo al segoei^ 
(ed a quell o che si ottiene per dualiti) : ^ 
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Sv. 

i8. Si considerino nel piano k-\- i sistemi lineari oo* projettivi 
(d'ordini «, , «, , ... «i^.,) : 

i quali generino una curva 2 (d'ordihe «, + «,+ •••+ »*a+i)' P^^ 
J = I, 2, ... A(^ A + i) suppongasi : 

I** che in un dato punto il sistema [CJ* possegga una sin- 
gplariti ordinaria (Ai) (n** 3), nell'ipotesi che le curve generiche di 
due qualunque dei sistemi dati non abbiano in alcuna tangente 
fissa in comune; 

2° che sia x^ > A -r- 2. 

SianOf stdla retta, 

tre involu^ioni projetHve di seconda specie e gradi «, , «, , n^. 
Siano inoltrel 

m 

"1 "a "3 
/r« involu^ioni minor i corrispondenti di prima specie , contenuie rispetUvamenU in 

fO TO 70 

/r« gruppi corrispondenti contenuti risp. «» -/J > /^ , ^ . 
5> MW panto deJIa retta i (^ = i, 2, 3) : 

punto base {r'^^plo deU'invoIu^ione ij , 

allora^ indicando con t il pitl piccolo dei sei numeri (10), fra gli «, -(-«,-{"*} 
^tt«/i comuni alle involuiioni projetlive II , II , 11 ve ne saranno 

I ^fia/i coincidono nel punto O, 
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Come si comporter^ nel punto il luogo S generate dai si- 
stemi (ii)? 

Applicando il Lemma (n° i6) ad una retta condotta ad arbitrio 
per 0, col porre: 

troviamo e;^ = o ed Ei = r^ + r^ + ... + fj,) dunque : la curva 
S ha un punto (r, + r, + • • . + ^d'p^o in 0. 

Di qui s'inferisce in particolare che: la curva 2 passa con un 
ramo per ogni punto base semplice dei sistemi generatori. Donde 
segue che la curva 2 conterri 7/.i punti del ramo T^^ relative a [C^]* 
(n° 3) infinitamente vicini ad 0; avri cioi in un contaito d'ordine 
7,i col ramo T... 

Se ora vogliamo determinare le residual! 

(^, + ^ + • • • + O — (^1 + ^1 + • • . + O 

tangenti in alia curva Z h mestieri distinguere due casi , cioi : 
*=:*+ied *<*+!. 

a) Sh h=:k+ I. Essendo per ipotesi x. > A — 2, sari in que- 
sto caso X,. = * [e per6 (n** 12 J il sistema [C.]* non conterri alcuna 
curva che abbia in un punto di.moltipliciti > rj. I gruppi di r, , 
''»>... ^tf, tangenti in alle curve generiche dei sistemi (11) gene- 
reranno k+i involuzioni projettive, di specie comune k e risp. dei 
gradi r, , r,, ... r^^, , tali che, ad es., I'involuzione relativa al si- 
stema [CJ avri s^ raggi base semplici nelle tangenti in ai rami 
^i.i » ^2,i > • • • ^'vi- Queste involuzioni ammettono dunque (•) 

(r, + r,+ ... +rt^;) — (s^ + s,+ ... + s^;) 

raggi comuni. Se ora applichiamo il Lemma (n** 16) ad una qualun- 
que di queste rette, <x)l porre : 

/ 'f / 

f, ^O ^1 ''2 > • • • ^k+i ^4+1 

Pa, = P/,a = • • • = ?;.*+! =0 (/ = I, 2,*. . . * — I) 
P*.,=^P*,2 = . . . = P*,iM.,= I, 

(•) Dud proposiiioni, etc., Lemma I. 
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onde «4= I ed £i = r, -f- r, -r-.-+^*4., + i> tnmamo chc la rctta 
medesima & tangente in O alia curva S. Si hanno cosl le tangenti 
cercate. 

^) Sia i& < Jfe -f- I . Le curve corrispondend dei sisteini 

le quali passano pel punto costituiscono k — 64-1 sistemi lineari 
projettivi di dimensione Jt — {k — b -{' i) = b — i (n* i, d). A que* 
sti sistemi minori corrisponderanno in 

[c,t [c,r, ... [c,f 

h sistemi lineari minori di dimensione b — i che indicheremo coo 

('3) [cr^, [c.r. . . . [cif- 

Poichi per ipotesi x,^ A — i, ne segue chc i gnippi di r,, r,, ... r^ 
tangenti in alle curve generiche dei sistemi (13) genereranno b 
involuzioni di raggi, projettive » di specie comune b — i, risp. dei 
gradi r, , r, , ... r^ , con j, , j, , ... s^ raggi base semplici (nelle 
tangenti in ai rami V, •, V,,, . . . l^i). Ora, gli 

{r^+r,+ ... + O — (5. + J. + • . . +0 
raggi comuni a queste involuzioni sono (a) le residuali tangenti in 
alia curva generata dai sistemi (13). Dico che queste rette sono 
nel tempo istesso le residuali tangenti in alia curva 2. 
Infattiy sia T una di queste retre, e siano : 

^i > ^2 > • ' • ^* 
Ic h curve corrispondenti dei sistemi (13) tangenti in alia retta T\ 






*+! 



Ic k — /; -f I curve, passanti per 0, che ad esse corrispondono net 
sistemi (12). Per 1 = 1, 2, ... A la curva CJ ha r^ + i intersezioni 
con la retta T, le quali coincidono nel punto 0, e per i = fc + i, 
/; -f 2, . . . i + I la cur\'a C^ passa una volta pel punto della 
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rena T. Pertanto, applicando il Lemma (n° i6) a questa retta, col 
poire: 



„ . . . rj = ri; 


r^., = 'U, = 


■ ■ ■ = rn 


Pi, = Pi. = ■ ■ 


■ ■ = PlM-, = 


(1=1.2, 


P>..=Pi..= •■ 


. ■ =Pi.H,= >. 





onde 8t = I ed fj^r, + r, + ... -^r^-\• i, troviamo die la retta 

medesima k tangeate in alia curva £. 

Possiamo adun<)ue enunciare la proposizione seguente: 
TeoReua VI. — Siano dati ntl piano k ^- i sislemi lincari go* 

projettivi : 

[CJ, [CJ, ... [CU*. 

I quali generano una curva S. Se in un data punto O il sistema [CJ* 
[i^ I, 2, ... h(^k -{• i)] possiede una singolarita ordinaria (A^) 
(n" 3) (x; > i — 2), per gutsa che It curve gemriche di due qualsiasi 
dei sislemi dati non abbiano in O alcana tangente fissa in comune, la 
curva £ passera con r^ + r, + ... + r,, rami pel punto O ed avrb ivi un 
coatatto d'ordine 7-; col ranioX j,relativo al sisUiita\^C^ (j^ii 2, ... J,). 
Le rtsiduali 



(»•, + »■.+ ... + O — (i, + *. + . 



+ h) 



tangenti in O alia curva 2 sono : 

a) per hz=k-\- i: i raggi coinuni alle i + i involui^ioni projet- 
tive , di specie k, gradi r, , r,, ... r,^^ , con s^, s^, ... .t,,^ raggi 
base semplici, generate dai gruppi di r,, r^, . . . r^^., tangenti in O alle 
curve gemriche dei sistemi [C,]', [CJ*, . . . [C(^.,]'; 

^ per h <,lc -\- I : le tangenti in O {oltre le s^ + s, + ...-}- s,, 
rette che toccano in i rami r, ,) delta curva generata da quelli h si- 
stemi lineari minori oo*~', contenuti net sistemi 

[C,]', [CJ, 

cbe corrispondono at k — /» + I ftfj 
dalle curve corrispondenti dei sisti 
Rend. Circ. Mulciii., i. VII, pine 



fo final i 
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le quali passano pel punto [Caso a)]. 

In particolare, per * = i : Le residuali r, — s^ tangenti in O 
alia curva 2 coincidpno con le tangenti in O (oltre le s^ rette che 
toccano in i rami V, , , T, , , . . . V,,,, relativi al sistema [C,]*) di 
quella curva del sistema [C,]* che corrisponde al gruppodelle k curve 
corrispondenti dei sistemi [CJ*, [C^]*, ... [C^^y le quali passano 
pd punto O. 

19. Per i = I, 2, ... A(;^ A + i), suppongasi : 

i^ che in un dato punto il sistema [C^ (11) possegga un 

punto base (r^^-plo a tangenti fisse; 

2** che, indicando con [C)^*~* il sistema lineare 00*"* costituito 

dalle curve di [CJ* dotate d'un punto (r^ + i)-plo in (Teor. IV, 

nota^ c)y siano: 

(14) [qj*-', [qt*, ... [cir' 

sistemi minori corrispondenti dei sistemi : 

(15) [c.]*, [c,t . . . [c,y. 

In queste ipotesi come si comporteri la curva 2 nel punto O? 
Ai sistemi cx)*"' (14) corrispondono, nei sistemi 

fc — ^ + I sistemi lineari 00*^', che indicheremo con 

In questi ultimi sistemi, le curve corrispondenti che passano per 
costituiscono (n** i, d) k — h+ i sistemi lineari oo*~* : 
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ai quali corrispondonoy nei sistemi (14), h sistemi lincari cx)*^* che 
indicheremo con 



Se ora, per tutt'i valori successivi di / da i ad Jb — i, indi- 
chiamo con 

i -f I sistemi lineari 00^^' corrispondenti, contenuti rispettivamente 
nei sistemi 00^': 

potremo dire che^ per i=i, 2, ..- h ogili sistema [Qf^'"^ ha uti 
punto base (r^ + ^)-plo in 0, e per 1 ±=: A + i, A + 2, ... ife + i 
ogni sistema [QJ*~'"' ha un punto base semplice in O. 

Pertanto, applicando il Lemma (n** 16) ad una trasversale arbi- 
traria condotta per 0, col porre: 



P/^.t = Pr.* = . • - = pr.i+t = 1 (/' = * — /; + 2, * — A + 3, ... *) 

« 

troviamo «» = A — i ed E^=^r^ + r^+ ... +''& + * — i; donde 
si conclude che // punto Oh (r, + ^a + • • • + ^a + * — i)-^/o 
^er la curva 2. 

Supposto che tutti i sistemi (15) abbiano in comune una tan- 
gente fissa in 0, applicando il Lemma (n*' 16) a questa retta, col 
»porre : 

Pai = pAt = • • • = Pa^h = Oi (/ =»^i, 2, ... 4) 

onde «4 = o ed E^'=.r^ + ^+ • • • +^* + *> troviamo d 
tangente in alia curva ]£• 
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Cosi, sc, per i = i, 2, . . . ifr, in una medesima retta, /, coin- 
ciJono f, tangent! fissc in O del sistema [CJ*, ed 6 J^ il pi6 piccolo 
del numcri .^, , .^ , ... s^y in / coiucideranno s^ tangenti in O alia 

curva 1, 

Si I)a quindi la proiH)sizione : 

'I'l'ORi-MA VII. Siano dati nel piano k -\- i sistenU lineari 00* 

projctlivi : 

[C.]», [C,]*, ... [C^.]*, • 

I (inali ^cnerino una curva ^. Supposto : 

r* c/;^ iw wfi ila/o punto O il sistema [C,f [i=iy 2,...i(^iSr +1)] 
posseg^^a un punto hose {r^plo a tangenti fisst\ 

2" chcy indicando con [Q]^* (i=i> 2, ... A) il sistema linearc 
crJ~' costituito dalle curve di [CJ* dot ate d'un punto (r. + lyph in 
O, i sistemi minori 

siano corrispondenti fra loro\ 

alio r a : la curva 1 avra un punto (r, + r, +••• + ^a + * — ^yp^^ 
in O. 

Se, per 1=1, 2, ... h, in una retta coincidono jj(> 0) tan- 
genti fisse in del sistema [C-]*, ed% s^ il piii piccolo degli h numcri 
J, , s^y ... Sj^y nel la retta niedesima coincideranno s^ tangenti in O 
alia curva ^. 

In particolare, per hz=zi \ le tangenti in alia curva 2 sono 
le r^ tangenti fisse (distinte o coincidenti) die il sistema [C,]* pos- 
siedc nel punto O. 

20. Per /=i, 2, ... ^+1, suppongasi: 

a) che, in un dato punto 0, il sistema [C^ (11) possegga un 
punto ba^e (r,)-plo i cui gruppi di tangenti costituiscano un'involu- 
zione, scnza raggi base, di specie k — i ; 

b) che, indicando con C^ la curva di [CJ^ dotata d'uh pUBto 
(ft + i)-plo in O (Teor. IV, nota, a), siano: * • 
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Co fxi r^Q 

I > '-'j > • • • W+i 

curve corrispondenti dei sistemi dati (ii) (*). 

In queste ipotesi come si comporter^ la curva 2 iiel punto O? 

Applicando il Lemma (n° i6) ad una trasversale condotta ad 
arbitrio per O, col porre : 



^ = ^, > ^ = U 



n+i = n 



+1 



Pi,, = P/.a= • • • =Pa*+i = (/=I, 2, ... t— I) 

P*,I = p*,l = • • • = p*.i^f.l = I> 

onde 8^= I ed E}, = r^ + r,+ ... + ^k+i + i> troviamo che nel case 
attuale la curva 1 ha un punto (r, + r, + ... + r^^, + lyplo in O. 

Per determinare le tangenti in alia curva 2 procederemo nel 
modo seguente. 

Indichiamo con : 

R una retta condotta ad arbitrio pel punto 0; 

T una retta qualunque del piano; 

Cj'^ Cf'\ . . . Cj|\ k + I curve corrispondenti dei sistemi dati 
(ii) (/:±=i, 2,...i) (per guisa che le curve Cf^\ C/*\ . . . C/*^ del 
sistema [CJ* siano linearmente indipendenti e determinino un sistema 
lineare oo*"* nel quale non h contenuta la curva C°). 

Consideriamo i Jfe + i sistemi lineari oo*"*"', d'ordini fi, + i, 
«, + I, ... n*^, + I : 

[T(C% CfO), R(Ci^\ Cp>, ...C<*>)], r) 

[T(C:, Ci% R(Ci^\ Cf*), ... CJ*))], 
(i6) 



[^(C]^., > Qw* ^(Q^,> Q+i> ••• ^44'i)]- 



(*) Si noti che, in conseguenza della ipotesi (b) \e k-^-i involuzioni dt raggi 
di specie k — i, determinate in dai sistemi dati, sono projettive fra loro. 

(**) Con T(^C^9 C^'^) indichiamo il fascio, ogni curva del ([ualc ^ composta 
della retta Tpresainsieme ad UQa curva del fascio(Cj,C^'>); con iJ(C^'>, CJ*^,^C^*5h 
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Supposto che ogni retta del foscio {T, jR) corrisponda a s& 
in viixix deila corrispondenza fra i sistemi dad (i i) la projettiviti fira 
due qualunque dei sistemi (i6) (ad es. i due primi) rimane conofie' 
tamente determinata; perchi in tal caso : 

i^ \c k + 2 curve del primo sistema : 

rq, TC^\ RC<i'\ Ra>\ ... J?C<*> 
corrispooderanno ordinatamente alle ii; + ^ curve del seomdo : * 

rq, TCi'\ RC^:\ RCi'\ ... RCi'\ 
2® i due sistemi lineari minori oo\ oo^' del primo sistema : * 

nq, c<')), *(c« c\% ... c«) 

saranno projettivi, rispettivamente, ai due sistemi lineari minori 00% 
00*"' del secondo : 

3° il fascio del primo sistema : 

c<'>(r, R) 

sar^ projettivo al fascio del secondo : 



il sistema lineare oo*~S ogni curva del quale ^ composta della retta R presa in- 
siemc ad una curva del sbtema lineare oo*~* (Cj*^ C^*^.-Cj*^); e con 

ii sistema lineare oe>*^"* determinate dai due sistemi lineari 00*^ oo*~' : 

r(Cj, C/0), R (C<0, C<0, . . . CW), 

o ci6 che h lo stesso daile k-\-2 curve composte : 

rCJ, TC/O, iJC<'>, iJC?<»), ... iRCC*>. 
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Poichi uno qualunque dei sistemi (i6): 

in) [nq, q('>), i? (qf>, q(»>, . . . c(*>)] 

h determinato da k+2 curve, una delle quali, TC^^\ ha un punto 
(r^)-plo in 0, mentre ciascuna delle altre 

(i8) rq, Rq^\ r(</\ ... /?c<*> 

ha in un punto (r^ + i)-plo, ne segue (Teor. Ill j per h =zo, 
p =:r i) che la curva generica del sistema medesimo passeri con r^ 
rami pel punto ed avri ivi le stesse tangenti della curva Cj'\ 
Pertanto il sistema oo*^' (17), essendo dotato in d*un punto base 
(r^}-plo a tangenti fisse, conterri (Teor. IV, nota, c) uno, ed un solo 
sistema lineare 00* dotato in O d'un punto base (r^ + i)-plo, e questo 
i appunto il sistema determinato dalle * + i curve (18). 

Si ottengono cosi k + i sistemi lineari 00* projettivi , d'ordini 

», + ii »a + I, . . . «*+, + I : 



(19) 



[rq, Rici'\ ci*\ ... c<*^)] 



[rQ,,ij(c<;), dZ. ... (t\ 




contenuti nei sistemi (16) e pei quali il punto i risp. punto base 
(Ti + i)-plo, (r, + i)-plo, . . . (r^^. + i>plo (*). 

Questi ultimi sistemi genereranno (Teor. VI) una curva 2', 
d'ordine 

dotata in d'un punto (r, + r, + ... + ''a+i + * + i)-plo> la.quale 

(**) L*idea di risalire ai sistemi 00^' (id) alio teaoo di detenninare geome- 
tricamente, e in modo compfeta^ h^^ mi h stata 

suggerita dal canssimo coHcgft'bif 
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si spezzer^ evidentemente nella retta T contata una volta, nella retta 
R contata jfe volte e nella curva 2. (*) 

Supposto fi^^k — I, i gruppi di r, + i> ^« + i> • • • ^i^ + ^ 
tangenti in alle curve generiche dei sistemi (19) genereranno 
jfe + I involuzioni di raggi, projettive, di specie k e gradi r, + i, 
r,+ I, ... fj^., + I, per le quali la retta R i raggio base semplice 
in i + I involuzioni minori 00*"' corrispondenti. E per6 (**) k d^i 
r, + ^a + • . . + ^h^i + k+ I riggi comuni a queste involuzioni co- 



(*) Segando i sistemi (19) con una trasversale arbitraria S ed indicando, 
nel campo binario, con : 

G? = o, G^'^ =s o, ... G^^ = o ie equazioni dei gruppi di n^ punti nei qaalt 

S fe incontrata risp. dalle curve C?, Cj"\ ... Cl*^; 

a=o, p=:o le equazioni dei punti in cui S t incontrata risp. dalle rette Tt R; 
\i Xj , ... Xi k-^-i parametri arbitrari; 

le jfc + i involuzioni projettive, di specie k e gradi «, + i, »,+ i, . . . Uk^^ + i, 
determinate sulla retta S dai sistemi lineari (19) [contenuti nei sistemi (16)], sa- 
ranno rappresentate dalle equazioni : 

KolG^P + Pi\ t?0) + X.G<») + . . . + hG^'^) = o; 

(/>== I, 2, ... *+i). 
Ailora, Tequazione dei punti comuni a queste involuzioni: 

G« GC') . . . G<*> 
I I I 



a.p*. 



G^ GCO . . . GC*) 

3 2 2 



G?^ GO) ... GW 



= o 



fa conoscere chc i punti in cui la retta 5" 6 incontrata dalla curva 2' sono: la 
traccia della retta T, contata una volta; la traccia della retta /?, contata k volte; 
e gli Hj -j- >i^ -|- . . . -|- /i^^j punti comuni alle involuzioni projettive di specie k 
c gradi II, , »a I ... wjtf., : 

(i»= I, 2, ... *+l) 

val quanto dire i punti in cui la retu S t incontrata dalla curva 2. 

(••) Due proposiii<mi, etc., Lemma I (ponendo ivi ry = o, p,,y= i). 
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incideranno nella retta R; ed i rimanenti r^ + r^+ ... + r^^^ + i 

saranno le tangenti in O alia curva S. 

Possiamo quindi enunciare la seguente proposizione : 
Teorema VIII. — Siano dati nel piano k+ i sistttm linear i otf 

projcUivi : 

j quali generino una curva 2. Suppongasi : 

.1** che, in un dato punto O, il sistema [CJ* (i = i, 2, ... k + i) 
possegga un punto base (r^plo, i cut gruppi di tangenti costituiscano 
un'involuT^ione, sen^a raggi base, di specie k — i; 

2** che, indicando con C^** la curva di [CJ* dotata d'un punto 
(fi + ^yplo in (Teor. IV, nota, a), siano : 

Co x^o y^ 

I > W > • • • ^Jt+x 

curve corrispondenti dei sistemi dati. Allora : 

a) La curva 2 avrh un punto (r, + r^ + ... + r^^, ^- lyplo 
in 0; 

b) Indicando con : 

J? una retta condotta ad arbitrio pel punto O, 

T una retta qualunque del piano, ' 

C[^\ C^^\ . . . C^^ k -{- 1 curve corrispondenti dei sistemi dati 
(1=11, 2, ... k) (per guisa che le curve Cf'\ C<*>, ... C?*> del si- 
stema [CJ* deter minino un sistema linear e oo*~* nel quale non e conte- 
nuta la curva Q); 

in virtu della corrisponden:(a fra i sistemi dati e facendo corri- 
spondere a se stessa ogni retta del fascia (T, R), i k + i sistemi li- 
neari oo*"*"' : 

Rend. Circ. Matem., t. VII, partq j*,— Stampato il aj sett^^ff 



(5) 
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sono projtttivi fra loro. Se r^ ^ i — i, le r^ + r^+ ... + r^^, + i 
tangenti in O alia curva 2 saranno i raggi comuniy diver si da R, delle 
k+i involu^ioni projcttive (di specie k e gradi r,4-i, r,+ i> •-• r^.,+i), 
generate dai gruppi di tangenti in O alle curve corrispondenti dei si- 
stem (5), le quali sono dotate in rispettivamente d'unpunto (r^+iyph, 

21. Si considerino nel piano treretiprojettive(d*ordini «,, n,, « ): 
(20) [C.]. [C,], [C,]. 

le quali generino una curva 2. Suppongasi : 

I** che la rete [CJ abbia un punto base (r,)-plo, O, a tangenti 
fisse e distinte t^ , t^, . . . Tr, , e contenga una curva, C^, la quale 
passi pel punto O con r, + i rami, r, dei quali hanno per tangenti 
in le rette t^ , t,' , . . . t^, ; 

2** che nel medesimo punto le reti [CJ, [Cj] abbiano risp^ 
un punto base (rj-plo, (rj)-plo, le cui tangenti alle singole curve 
generino rispettivamente due involuzioni Jl^, /r, , di prima specie e 
gradi r,, r^; 

3** che, indicando con Q, C^ le curve di [CJ, [C^] dotate in 
risp. d'un punto (r, + i)-plo, (r, + i)-plo (Teor. IV, nota, a) 
siano : 

curve corrispondenti delle tre reti projettive date. 

In queste ipotesi come si comporteri la curva 1 nel punto O? 

Applicando il Lemma (n° 17) ad una retta condotta ad arbitrio 
per 0, col porre: 



s[ = 0, s 

t\ — i, t 



0, ^5 = 0, 



= 1, t^=ly 

onde ez= I ed J?= r, + ^a + ''3 + i> troviamo che /a r^rva £ ibtf 
wn />««/(? (r, + r^-^- r^ -{• iyplo in 0. 
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D'altfLi parte, applicando lo stesso Lemma ad una qualsiasi delle 
r, rette t, col porre : 



= 0, J^ = 0, 



onde t = I ed E^r, + r, + r, -f 2, trovlamo clie la retta mede- 
sima h tangenU m alia curva 2. 

a) Se, in particoUre, le tangent! fisse t, , t, , . . . t,, della rete 
[C,] vengono a coJncidere in una sola retta, t, in questo caso : r, 
delle f, + fi + f") + I tangent! in O alia curva 1 coincideranno nella 
retta t. 

6) L'involuzione P,^ (ad es.) posse^a j,«rj raggi base sem- 
plici distinti u, , u, , . , . u,, , i quail siano, nel tempo istesso, tan- 
gent! in O ad altrettaati rami della c;urva C^. Applicando il Lemma 
(n" 17) ad una qualsiasi di queste rette, col porre: 









onde ( ^^ I ed £' = f , + r, + r, + 2, si trova che la retta mede- 
sima i tangente in alia curva 2. 

Se ora si suppone che le j, rette w, , u, , • . . Ui, vengano a co- 
incidere in una sola, u, si conclude che : 

Se VinvQlu^ione Jr, i dotata d'un raggio base (s,yplo, u, nel quale 
coincidono J, tangenti in alia curva C^, nella retta y si riuniranno 
s, tangenti in alia curva S. 

Analogameate : 

Se I'inmlw^iortt /^, i dotata d'un raggio base (s^plo, u', nel quale 
coincidono j, tangenti in O alia curva C'^, nella retta -j' si riuniranno 
J, tangenU in O alia curva ^. 

c) La rete [C^], le wLjCuaegti in O alia curva generica sono 
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tuttc fissc (dtstinte o coincident!), contiene (Teor. IV, nota, c) un (ascio, 
(C|), dotato in O d'un punto base (r. + i)-plo a tangent! mobili» 
nel quale fe contenuta la curva C^. Poichi per ipotesi nelle tre reti 
date le curve C^, C^, C^ si corrispondono fra loro, ne segue che 
al fascio (C[) corrisponderanno nelle reti [CJ, [CJ due fasci, (C^, 
(C^), le cui r, , r, tangenti alle curve genericlie sono fisse e costi- 
tuiscono due gruppi corrispondenti, G^, G^, delle involuzioni pro- 
jettive /;,, Pry 

Suppongasi che i gruppi G[ , G^ abbiano un raggio comune, p. 
Applicando il Lemma (n° 17) a questa retta, col porre: 



= ^' 



= 1, 



= 0, 



= 0, 



r^ = r,y 



/5=0, 



onde e :== 2 ed E=zr^ + ^a + f 3 + 2, ttoviamo che la retta mede- 
sima i tangente in O alia curva £. 

d) Suppongasi inoltre che la (r, + i)°** tangente in O alia curva 
C^ (diversa da t^ , t, , . . . Tr,) sia nel tempo istesso tangente in O 
alle curve Q e CJ. Applicando il Lemma (n° 17) a questa retta 
(che indicheremo con 9), col porre : 



r 
s 



t — 



0, 
2, 



r 



> > 



/ = 



0, 
2, 






J 



^' 



o, 

2, 



onde e = 2 ed £=r, + r, + r, + 2, troviamo che essa i tangente 
in O alia curva £. 

e) Se ora si suppone che le quattro rette u, u'; p; 9 [ipotesi ft), 
0> ^)] vengano tutte a coincidere nella retta t [ipotesi fl)], da quanto 
precede si conclude che in questo caso r , +5^ + ^3 + 2 tangenti in 
a//j c«rv/J 2 si riuniranno nella retta t. 

Pel caso particolare j, = (ad es.), alle ipotesi fette nei casi 
c) e i) sostituiremo la seguente : Una delle rette, ^y del gnq)po G,' 
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sia nel tempo istesso la residuale (r, -f i)™* tangente in O (diversa 
da Tj, Tj, ... Tr,) alia curva C^, ed una delle residuali r, — j, + i 
tangenti in O alia curva Q. Allora, appHcando il Lemma (n** 17) 
alia relta <J/, col porre : 



f ; = f , , 


K — r*> 


r, — r,. 


<-r. 


K I, 


si 0, 


*; i> 


^' I, 


^; ^> 



onde « = 2 ed £ = r^ + f , + ''^ + 2 , si trova che la retta mede- 
slma & tangente in O alia curva 2. Supponendo poi die le due rette 
u, ^j/ vengano ambedue a coincidere nella retta t, si conclude, in 
questo caso particolare, che r, + 5, + i tangenti in O alia curva 2 
si riuniranno nella retta t. 

Per 5, = jj m: o si riterri soltanto I'ipolesi a), nel quale caso 
fj tangenti in alia curva 2 coincideranno nella retta t. 
Da quanto precede discende la seguente proposizione : 
T£OR£MA IX. — Siano date ml piano tre reti projettive : 

LQ. [CJ, [C,]. 

le quali gtnerino una curva £. Suppongasi: 

a) cAej la rete [CJ ^tia an punto base (r^yplo, O, a tangenti 
fisse coincidenti tutte in una retta, t, e cantenga una curva, C^, do- 
tata in O d'un punto (r, + lyplo, le cui tangenti coincidano tutte nella 
retta t; 

fl) che nel medesimo punto O le reti [C,], [CJ abbiano risp. un 
punto base (r^yplo, (r^yplo, i cui gruppi di tangenti alle singole curve 
generino due involuT^ioni Jr^ , Jr^ di prima specie e gradi r^ , r^ ; 

y) che, indicatido con G^, C^^ le curve di [Q], [C^dotate in 
risp. d'un punto (r, + ^yp^Oy (r^ + iyplo, siano : 

curve corrispondenti delle tre reti projettive date; 
S) che la retta t sia (5, < r„ s^ < r^) : 

rtz^^w base (s^yplo, (s^yplo risptttivamente delk hmluiioni 
projettive ]),, Jl^; 



2^0 

raggio (s,+ i)-p!o, (s^ + iyplo risp. dei due gruppi corrispoti- 
denti di T', > J', costiluili dalle tangenli fisse in O alk curve dei due 
fasci di [C,], [C,], i quali corrispondotw al fascto di [CJ dotalo d'un 
punlo base (r, + i)-/)/o in O; 

raggio (r, -f i)-plOi (^j + i):/*'" ''"/'■ ''" i'''^PPi ''' langenti 
in O alk curve C„ q. 

In questt ipotesi, la curva 2 avr'ain O un punlo (,>'^-{-r,-i-f^-'ri')-plo 
con r, -]-■>: + ■Tj + 2 tangenti che coinctdono nella retta r. 

In particoiare : 

Se s^^Q (ad es.), cio'c quando dalle ipoUsi S) rintangano ticluse 
I' involu^ione J'^ t la curva C^, nella retta - coincideranno r, + j, -f * * 
tangenti in O alia curva i. 

Se J, =: J, :r= 0, ctoe quando dalli tpolesi S} s'inlendano escluse It 
involu^ioni J',,, /,'j e le curve C^, C^, nella retta t si riuniranno r, 
tangenti in alia curva £. 



22. SuppoDgasi : 

1° che in un dato punto O, la rete [C^\ (/>=r r, 2) (20) abbia 
un punto base {r^^\o a tangenti fissc e distinte tJ", t^'', . . . t^' 
(diverse per ic due reti), e comenga una curva, t^, la quale passi 
pel punto O con r^ + 1 rami, r. dei quali hanno per tangenii in O 
le rctie t<», t^', . . . -rj^; 

2" die net medesimo punto la reti [C.] abbia un punto base 
(f|)-plo, i cui gruppi di tangenti alle singole curve generino un'in- 
voluzione /,'| di prima specif e grado r ; 

3'' che, indicando con C^ la curva di fCj] dotata d'un punto 
(fj -|- i)-plo in 0, siano; 

Curve corrispondenti delle ire reii projettive date. 

Applicando il Lenmu (n° 1 7) ad una retta condotta arbitrariamente 
per O e poscia ad una qunlsiasi delle r, -\- r, retle t^'J, tJ'>, ... rfj'; 
T^'\ T^'\ . . . tJj^ si irova , come ncU'escmpio precedenle , che la 
curva 2 passa pel punto O con r^ -j- r, 4- r^ + 1 rami, r, -|- r, dei 
quali toccano ivi le rette medesime. 

a) In particoiare, supposto che queste rette coincidano tutte ill 
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una, T, allora : r^ + r^ dtlle tangenti in alia ctirva 2 coincideranno 
nella retta t. 

b) Analogamente, come nel caso b) deiresempio precedente, si 
trova che : 

Se I* involuiione Jl^ h dotata d'un raggio bast {s^plo, u, nel quale 
coincidono s^ tangenti in alia curva C^ , nella retta u si riuniranno 
s^ tangenti in alia curva 2. 

c) Suppongasi che nelle reti [CJ, [C,] i fasci (C,'), (C^), do- 
tati in risp. d'un punto base (r, -(- i)-plOj (^a + i)-plo, siano pro- 
jettivi fra ioro. Poichi per ipotesi C^, C°y C° sono curve corrispon- 
denti deile tre reti date, ne segue che ai fasci (C[), (C^ corrispon- 
deri, nella rete [CJ, un fascio, (C^, le cui r^ tangenti alia curva 
genericasono fisse e costituiscono un gruppo, G^ , deirinvoluzione Jly 

Sia p un raggio qualsiasi del gruppo G^ (diverso da u). Appli- 
cando il Lemma (n° 17) a questa retta, col porre : 



r 

s 



t[ = 



I, 
o, 



r 
s 

t 



= 0, 



I, 



3 

s\^ 



t, = Oy 



onde t=:2 ed £■ z= r, + r, + fj + 2, troviamo che la retta mede- 
sima e tangente in alia curva 2. 

i) Suppongasi che la residuale (r, + i)™* tangente in alia 
curva C^ coincida con la residuale (r, -|- i)™* tangente in alia 
curva C^. Applicando il Lemma (n° 17) a questa retta (che indiche- 
remo con <p), col porre ; 



r. — r,. 


'■» — '■... 


r, — r,. 


s'i — i. 


5,._ I, 


53 — 0, 


< I. 


t\ I, 


n ^> 



• 

onde e = 2 ed J?= r, + r, + r^ -f 2,, si trova che la retta mede- 
sima e tangente in alia curva 2. 

e) Se ora si suppone che i raggi u, <p [ipotesi b)y d)] ed uno dei 
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raggi p [ipotesi c)] vengano tutti e tre a coincidere nella retta Tppo- 
tesi d)]y in questo caso r^ + r^ + s^ + 2 tangcnti in alia curva 
2 si riuniranno nella rttta t. 

In particolare, posto s^zzzo q supponendo che soltanto la retta 
9 venga a coincidere con la retta t, in questo caso r^-\-r^'\' i tan- 
gcnti in alia curva 1 si riuniranno nella retta t. 

Da quanto precede discende la seguente prc^osizione : 
Teorema X. — Siano date nel piano tre reti projettivei 

[C.], [C,], [C,l, 

le quali generino una curva £. Suppongasi : 

a) che la rete [ CJ (/> = i , 2) abbia un punto base {r^-plo, O, 
a tangenti fisse coincidenti tutte in una medesima retta, t, e contenga 
una curva, C^ , dotata in d'un punto (r^ + lyplo, le cui tangenti 
coincidano tutte nella retta t; 

P) che nel medesima punto la rcte [CJ abbia un punto base 
(r^yplo, i cui gruppi di tangenti alle singole curve generino un'invo- 
lu^ione ]\^ , di prima specie e grado r, ; * 

Y) che le curve di [CJ, [C,] dot ate in O rispettivamente d'un punto 
(r^ + ^yplo, (r, + iyplo (Teor. IV, nota, c) costituiscano due fasci 
corrispondenti, 

delle reti inedesinu\ 

t) che, indicando con C^ la curva di [ C^] dotata d'un punto (r^ + ^yp^o 
in O (Teor. IV, nota, a)y siano : . 

curve corrispondenti delle tre reti date] 
«) che la- retta r sia (5, < r^): 

raggio base (s^yplo delV involu^ione Jl^ ; 

raggio (^^yph del gruppo di tangenti in alia curva C\ (*); 

raggio (^3 + lyplo del gruppo, G\ , di Jr^ , costituito dalle r 



(•) Sorge dalla discussione precedente che , se la curva C? ha altre delle 
sue tangenti in O, le quali coincidono nella retta t, si fatta circostanza non altera 
il nun^ero delle tangenti in alia curva 2 che cohicidono in t, 
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tangenti fissc in alle curve di quel fascio di [CJ, i7 quale corri- 
sponde ai fasci (CJ), ((^). 

In queste ipotesiy la curva 2 passera con r^ + r^-\- r^-\- i rami 
pel punto ed aura ivi per tangenti : la retta r cantata r, + ^a + ^3 + ^ 
volte ed i residuali r^ — s^ — i raggi {diver si da r) del gruppo G\. 

Nel caso particolare in cui s^=zo e s'intenda esclusa la 3* delk 
ipotesi z), le tangenti in alia curva ^ saranno : la retta r contata 
r^ -r r^ -\- I volte e gli r^ raggi del gruppo Gy 

23. Le reti projettive [CJ, [CJ , [CJ abbiano in risp. un 
punto base (r^yplo, (r,)-plo, (r^yplo (r^ ^ r, :^ r^) a tangenti fisse 
e coincidenti tutte in una medesima retta t. Suppongasi inoltre ; • 

1° che il fascio (C^ della rete [C^] (/y=i, 2, 3)", dofato m 
d'un punto base (r^ + i)-plo a tangenti mobili, contenga una curva, 
C^y le cui f^+i tangenti in coincidano tutte nella retta t; 

2° che 

(Q> (Q, (Q 

siano, rispettivamente, fasci. e curve corrispondenti delle tue reti^ pro- 
jettive date. 

Applicando il Lemma (n° 17) ad una retta qualunque condotta 
per 0, col porre : 

5;= I, ^a=I, ^3 = 1, 

t[=Oy t[ = Oy tl = Oy 

onde e i=z 2 ed £=: r^ + ^a + ^3 + 2, troviamo che in questo caso 
la curva 1 generata dalle tre reti picojettive date ha un punto 
(r, +r^ + r^ + lyplo in 0. 

Siano : 

^ una retta condotta ad arbitrio pel punto 0; 

T una retta qualunque del piano; 

q , C, , Cj una tema qualunque di curve o 
reti date; 

Hend. Circ. Matem., t. VII, parte i*. — Stampat< 
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C^y C^, C^ una tema qualunque di curve corrispondenti dei 
fasci projettivi (C;), (Q, (q). 

Facendo corrispondere a sc stessa ogni retta del fasdo (^, jf) 
ed in virtii della corrispondenza fra le reti date» rinune completa- 
mente determinata la projettiviti fra due qualsiasi dei tre sistemi li- 
neari oo' (d'ordini n^ + i, n^ -[- ly n^ + i) : 

[R(C„C[), T(C„q)l 

[R(q,c;), nq,q)]. 



Lc trc reti projettive : 



(») 



[RC,, r(Q', Q] 

[RC^, nq,q)] 



contenute nei sistemi precedent!, genereranno una curva 2' (d'ordino 
^i + ^2 4" '^j + 3) > 1^ quale avri un punto (r , + r^ + r^ + 3)-plo 
in 0. Infatti, poichi la curva generica della rete 

[RC,, nc^,q)] 

passa pel punto con r^-fi rami le cui tangenti generano un'in- 
voluzione di seconda specie (Tcor. I, nota), nc segue (n° 12) die 
la rete medesima non contcrri curve che abbiano in O un punto di 
piu clcvata moltipliciti. Pcrtanto, applicando il Lemma (n° 17) ad 
una rotta condotta arbitrariamentc pel punto 0, col porre : 



r 
s 



= r, + iy r[ — r, + i, r^ — 



o, 
o, 



/:== 



o, 
o, 



t: = 



^3 + I, 

O, 

O, 



onde e = cd fznr, + r, + r, + 3, troviamo che la retta istessa' 
ha r, ; r, -|- r -J- ^ interse/Joni con la curva 2' riunite nel puQt6 

O. C. 1). D. 
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Consideriatno ora le tre involuzioni projettive, di seconds spe- 
cie e gradi r, -i i, r, -{- i, r, + i, g.^nerate dai gruppi di taogenti 
in O alle curve gensrichs delle reti projsttiva (vi), Queste hanoo 
r^ -f r, + r, -J- 3 raggl coniuni die sono le tangenti in O alia curva 
2. Ma si osservi ch'e queste involuzioni contengono risp. tre invo- 
luzioni minori corrispondenti di prima specie [generate dai gruppi di 
tangenti in O alle curve generich; dei fasci corrispondenti (/fC,, TC^), 
(*Q, TQ), (RC^, Tq)l per le quali la retta t 4 risp. raggio base 
(r,)-plo, (r,)-pk), (r,)-p!o; e queite ultime contengono alia lor volta 
tre gruppi corrispondenti (i gruppi di tangenti in O alle curve cor- 
rispondenti TC^, TQ, TC^), pei quali la retta t fe risp. raggio 
(r^-i-i)-p\o, (r^+iyp\o, (r,-|-i)-plo. Ci6 posto, applicando il Lemma 
(n" 17, nota) alia retta t, col porre ; 



= 0, 



r.=:o, 



t' = 



K = 



onde (esienJo per ipotesi r, ^ir,^r^) e ^= jE = r, -|- f, -|- r, si 
trova die r , + Tj -{- i tangenti in O alia curva 2' coincldono nella 
retta t. 

Se ora si osserva (come fu fatto pi£i sopra, n" 20), die la curva 
2', geiierata dalle tre reti projettive (it), si decompone nella retta R, 
contata una volra , nella retta T, contata due volte, e nella curva 
2, abbianio la proposizione seguente : 

Teorema XI. — Siano date ml piano tre reti projettive : 

[C,l, [C.1, [C,l, 

le quali generiuo una curva 2. Supposto : 

at) che in un punto O le reti mtdesiine abbiano rispettivamente un 
panto base (r^plo, (i^yplo, (r^)-plo, (r, ^r,^ r,) a tangenti fisse e 
coincidenti tulte in una retta t; 

p) ciu. il fascia, (C,), di [C^] (p — 1, 2, 3), dolalo in O d'un 
punto base (r. -f- l^^^^^Utnli tnohili, contenga una curva, C'^, h 
cui (r^ 4- i) /M^fli^^lHBritel' '"''' *"^l'^ ''^'f ''' 
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Y) che 

(Q. (Q, (Q-, 

Co /^X> z'X) 

siano, risp^i/anuntt, fasci t curve corrispandcnti delie tre rtti date; 

• ^Hora : Ja curtw 2 avra in O un punto (r, -{- r^'\- r^ + lyplo 
can r, + r, H- r tangenti coincidenti nella retta t. 

§ VI. 

ia Jacobimia dl tre cfirve; tU una riu^Hi 
ed un fasHo; tU una rete. 

24. Si considerino nel piano tre curve C^ , C, , Cj, d'ordini 
qualunque n, , «,, Uy II luogo di un punto le cui rette polari ri- 
spetto a quelle curvre concorrono in uno stesso punto, ossia : il luogo 
di un punto nel quale si segano le prime polari di uno stesso punto 
relative alle curve medesime, i una curva dell'orJine n^+n^-r-n^ — 3 
che chiamasi la Jacobiana delle tre curve date (*). 

Dalla seconda definizione segue che la Jacobiana di C^ , C, , C^ 
i la curve generata dalle tre reti projettive [C'], [Q], [C^], risp, degli 
ordini n, — i, «, — i, n^ — i, formate dalle prime polari dei punti del 
piano rispetto a C^y C^, C^ (n'' 15). 

a) Se due delle curve date, ad es. C, , C^ , sono dello stesso 
ordine (if,r:r«j), la Jacobiana non si cambia se a quelle due curve 
se ne sostituiscono due altre qualunque del fascio (C^, Q) da esse 
determinato. Infatti, la Jacobiana 6 il luogo di un punto pel quale 
passino le tre prime polari d'uno stesso polo, ed h noto die le prime 
polari d'uno stesso polo rispetto a tutte le curve d'un fascio formano 
un nuovo fascio, cioi passano per gli stessi punti. 

In questo c'aso la Jacotnana ammette una seconda definizione. 
Se P ^ un punto di essa, le rette polari di P rispetto a C^, C,, C^ 
concorrono in uno stesso punto P\ Ma P' i il punto pel quale pas- 

(•) S y ! V e s t e r , On a Theory of the syiygetic relations of two rational 
integral Functions (Philosophical Transactions, CXLTTI, Part III, 1833), p. $46. 
— Cremona, Introdui^,, i^° 95* 
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satto le rette poLiri di P rispetto a futte le curve del fascio (C^ , C^); 
ciai la retta polare di P rispetto a C^ snrA anche retta polare dello 
stesso punto relativamente ad una -curva del fiiscio nnzidetto. E{T>er6 : 
la Jacobiana di tre curve C^ , Q, C, , due deUe quali , C^ , Q, 
sono tlello stesso orJine , ossia la Jacohiana di una curua C^ ed un 
fascio (C,, Cj), coincide con il luogo di un punto avente la siessa retta 
polare rispetto a C e ad ale una delh curve del fascio (C^, CJ (*). 

b) Se le curve date sono tutte e tre dello stesso ordine (fi, 1= 
n^z=in^=)ny a due qualunque di esse se ne possono sostituire (a) 
due altre del fascio da quelle due determinato; epp^ro alle tre date 
se ne possono sostituire tre qualunque (purchi linearmente indipen- 
denti) della rete individuata dalk curve date, senza che la Jacobiana 
sia punto alterata. In questo caK) la Jacobiana delle cur\^e C^, C^, C^ 
coincide con la Jacobiana della rete [C^ , C^ , CJ. Questa curva, d-el- 
I'ordine 3 (w — 1), e : a) il luogo di un punto nel quale si tocchino 
due (fppero infinite) curve della rete; P) il luogo dei punti doppi delle 
curve della rete: y) H luogo di un polo, le cni rette polari rispetto alle 
curve della rete concorrano in nno stesso punto (**). Etc. 

25. Suppongasi che una delle tre curve date (n° 24), ad es. 
Cj , passi con ^^ rami a tangenti distinte per un punto 0, La rete 
[C[] avri in una singolariti ordinaria [;J^, — t, i] (n** 2, a), ossia 
un punto ba>e {\h^ — i)-plo> i cui gruppi di tangenti alle singole curve 
della rete costituiscono un'involuzione di raggi di gtado p.^ — i e 
prima specie (***) senza raggi base. Onde, applicando il Teor. VI (per 
izzi2, h=zi, s^:=l6) alle tre reti projettive [CJ], [Q], [C^'], si tnova 
che in questo caso la Jacobiana delle tre curve C^ y C^y C^ passa 



(•) Cremona, Introdu:^,, n° 9.^ n° 87. 

(••) Cremona, Introdu^.y n° 95; n° 92. 

(••*) Questa propriety nota delle prime polari relative ad una curva dotata 
d'un panto multiplo 6 una conseguetua immediata del Teorema III (vegg. in par- 
ticolare il n^ 11). Basta infatti osservare che la rete [C[] pu6 considerarsi come 

deter.Tiinata da tre curv^e , una dcllc quali (la prima po'are di O rispetto a C, ) 
ha un punto (jji, )-plo in 0, mentre.le altre due (le prime polari di dut pumi 
qualunque dei piano ri"?pnto a C, ) passano ciascuna con u,— i rami pel pimtd O. 
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con (JL, — I rami pel punto O ed ha ivi le stesse tangenti di quella 
curva di [C/J che corrisponde alia coppia di curve corrispondcnti di 
[C^], [CJ], le quali passano per 0; ossia: Ic stesse tangenti della prima 
polaro , rispetto a C^ , del punto comunc alle rette polari di O ri- 
spettoa Q e C^ Se, in particolare, '^iC^j'',) tangenti in O alia curva 
C^ coincldono in una retta, /, in questa si riuniranno, coine&noto> 
<7j — I tangenti in alia prima polare, rispetto a C, , di un punto 
qualsiasi del piano. Eppcro : 

Tegreviv XII. — La Jacobiana di trc curve C, , C, , Cj , una 
dclle quali, C^^, ha un punto {v-.yplo, O, passa con (jl, — i rami per 
qucsto punto ed ha ivi le stesse tangenti della prima polare, rispetto a 
C, , del punto comune alle rette polari di O rispetto a C^ e C,. 

Se <y, (^ jxj tangenti in O alia curva C\ coincidono in una sola 
retta, in questa coincideranno <r, — i delle \l^ — i tangenti in O alia 
Jacobiana di C, , C,, C,. (*) 

a) Se le curve C, e C^ sono dello stesso ordine (if, = if,) si ha 
la proposizione (n° 24, a): 

Tegrema XIII. — La Jacobiana di una curva C ed unfascio{C') 
passa con r — i rami per un punto (r}-plo, 0, della curva C, ed ha 
ivi le stesse tangenti della prima polare, rispetto a C, del punto comune 
a tutte le rette polari di O relative alle curve di (C). 

Se s{^r) tangenti in O alia curva C coincidono in una sola 
retta, in questa si riuniranno s — i delle r — i tangenti in O alia 
Jacobiana di C e (C'). 

b) Analogamente, se le curve C^ e Q sono dellostesso ordine 
(;/, i=:z «,), abbiamo la proposizionc (n° 24, a) : 

Teorema XIV. — La Jacobiana di una curva C ed unfascio (C), 
il quale contiene una curva, C*, dotata di un punto (ryplo, O, passa 
con r — I rami per questo punto, ed ha ivi le stesse tangenti della 



(•) Per [A, = 2 si hx \x riota proprieti che U Jacobiana di tre curve passa 
pel punti doppi e p^r le cuspid! delle cur\'j date (C r e m o n a, Introdim^ n® 9)), 
Se .0 & uu punto doppio di una d^lle tre curve , la Jacobiana toccheri in O U 
prima polare, rispetto alia curva incdesima, del punto comune alle rette polari di 
O relative alle due altre curve. Se O e una cuspide di una delle tre carve dalCi 
la Jacobiana toccheri in O la tangente cuspidale della curva medesinuu 
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prima polare , rispetto a C*, del punto comune alia retta polare di 
relativa a C e alia retta polare di relativa alle curve di ( C) (*). 

Se s (^ r) tangenti in O alia curva C* coincidono in una sola 
retta, in questa si confonderanno s— i delle r—i tangenti in O alia 
Jacobiana di C t (C). 

c) Se tutte e tre le curve C, , Q , C^ sono dello stesso ordine 
(Wj zrz: Wj rz: n^ (n° 24, i), si ha la proposizione : 

Teorema XV. — La Jacobiana di una rete nella quale e contenuta 
una curva C dotata d'un punto (ryplo, 0, passa per questo punto con 
r — I rami ed ha ivi le stesse tangenti detla prima polare, rispetto a 
C, del punto di concorso delle rette polari di relative alle curve delta 
rete (**). 

Se s(^ r) tangenti in alia curva C coincidono in una sola retta, 
in questa si riuniranno s — i delle r — i tangenti in O alia Jaco- 
biana della rete, 

26. Due delle tre curve date (n"" 24), ad es. C, , C^y passino 
rispettivamente con (jl, , [x^ rami a tangenti distinte e diverse per un 
medesimo punto 0. In questo caso le reti [C^], [Q'j avranno in 
0, rispettivamente, le singolariti ordinarie [[x, — i, i], [{a^ — i, i] 
(n**2, a). La Jacobiana di C^, Q, C^, essendo generata dalle tre 
reti projettive [Q, [Q, [C^], passera (Teor. VI, pv-r^=2, ^ = 2, 
5j = jjr=:o) con jjL, +(1-2 — 2 rami pel punto 0, ed avri ivi le stesse 
tangenti della curva generata dai due fasci projettivi , contenuti in 
[C^, [C^], che corrispondono al fascio costituito dalle curve di [C^] 
passanti per O; cioi : le stesse tangenti della curva generata dalle 
prime polari, rispetto a C, e C,, dci punti della retta polare di O 
rispetto a Cy Eppero : 

Teorema XVI. — La Jacobiana di tre curve d'ordini qualunque 
C, , Cj , Cj , due delle quali, C, , Q , passano risp, con \l^ , \l^ rami. 



(•) Dal teorema: Un punto inultiplo di una curva di un fascio ha lastessa 
retta polare rispetto a tutte le curve del fascio (Cremona, Fntrodui,, n° 89). 

{••) Dal teorCiBa : Se una rete contiene una curva dotata d'un punto (r)-plo 
O, le rette polari di rispetto alle curve della rete concorrono in un medesimo 
punto. 
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a tangmti distinu e diverse, per un medesitno punio 0, passa in g^ 
neralc con (a, -f (i, ^ 2 rami pel punto ed ba ivi It stesse tangtmii 
dclla cufua ckc e luogo di un punto It cui relte polari, rcUuimc d C^ 
e C^y si segano sulla retta polar e di risptito a Cy 

Suppongasi chc a, tangenti in O alia curva Q c «; Ungesii 
in O alia curva C, coinci Jano tutte in una medesim^ retta U Si con- 
•siderino le due involuzioni projetrive 7J,-i, P^^i (di prima ^ecie e 
gradi (i, — i, \l^ — i) costituite dai gruppi di tangenti in O alle 
prime polari , relative a C, , C\ , dei punti della retta p<riafe di O 
rispetto a C,. I raggi comuni a queste due involuaoni saraima le 
tangenti in O alia Jacobiana di C, , Q, C, (Teor. V^. Si indichi 
con P il punto in cui la retta / c incontrata dalla retta polare di O 
rispetto a Cy 

a) Sia o < <i, -^ 1^, * <y, ^^ o. In qucsto caso rinvoluzioQ^ /^-i 
avri in / un raggio base (<?, — i)-plo e conterri un gnippo> co&ti- 
tuito dalle tangenti in O alia prima polare di P rispetto a C, , per 
il quale / e raggio (<»,)-plo (*). Donde segne (**) che a^ — i dei 
V'% + J*a — - r^^i comuni a }^^^x , /j^,-, si confonderanno nella 
retta /. Eppero ; 

Se ^X^^\^^ tangenti in alia curva C, coincidono in una sola 
retta, in questa si riuniranno *7, — i delle [l^ -r ;^, — 2 tangenti in 
O alia Jacobiana di C, , C, , Cy 

b) Sia o < <y, ^ p-^, o < <y, < \l^. Le involuzioni /^-i , /^, 
avranno in / risp. un raggio base (<i, — i)-plo, (<7j — i)^lo e con- 
terranno due gruppi (costituiti dalle tangenti in O alle prime polari 
di P rispetto a C, , C^), pei quali / 6 risp. raggio (<7,)-plo, («a)-plo* Di 
qui sinferisce (***) che la retta / terri luogo di <?, + (x, — i ra^ 
comuni alle involuzioni /jl^-i , /jl^-i. Hppero : 

(*) Dal noto teorema : Sj uai curva possiede uq puato (r)'pl(^ O, con 
i(i ^ i <[ r) tangenti coincidenti in una retta /, la prima polare di un punto 
qualunque di / passa con r — i rami pel punto O, s dei quali toccano ivi la 
retta /. 

(••) Due proposiiioni, etc., Lemma I (per i:= i, r, 1= <r^ — i, r, = o, p, , = 1, 
p,, = 0; onde £=0 ed £= ff| — i). 

(•••) Due proposiiioni, etc., Lemma I (per * = i, r^^dj — i, r, = ffj — i, 
?i,i = ?i,2 = li onde * = I cd E = a, -f a, — i). 
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5e^,(^(it,), ff,(<(Aa) tangenii in alle curve C, e C^cainci- 
dono tutte in una medesima r'etta, in qutsta si riuniranno <y, + <r^ -^ i 
delle [X, + {A, — 2 tangent i in O alia Jacobiana di C, , C,, Cy 

OssBRVAzioNE. — Nel caso estremcT <?, = j4,, 4eU'ipptesi a) il 
Teor, VI invocato al principio di qu^sto numero non ipiii appliqa- 
bile, non essendp soddisfatta per la rcte [C'j la gondiwne x^ > i — %. 
Ma in questo caso, suppouendo r^=zo neU'esewpiQ del n° 21 e 
seguendo da vicino quella discussione (per ^, = ^^ z=: p), si tfova obe 
la curva £ del Teor. IX avri in un punto (r, + ^a)-plo con r, 
tangent! che coincidono nelU retta t. Dal che si dedu€e> ponendo 
r, = (Xj — I, r^ zz; ^j — I, che n^l caso attuale la JacoUana di 
C, , C^ , Cj passeri pel punto con (A, + (a, — 2 rj^mi, |a, ^-^ i 
del quali saranno ivi tangent! alia retta /. 

Lo stesso dicasi pel caso estremo <r, zz^ jx, deirjpptesi i). P^r il 
quale, risalendo all'esempio del n** 21 col suppprre r, := o (epper6 
5j = o), si trova che la curva 2 del Tepr. IX gvri in O un punto 
(f , + ^a)"?!^ ^^^ ^, + -fj + I tangenti che coincidono nella retta 
V. Epper6, ponendo r , = (x^ -^ i, r, = (4, -=^ i, j, =;;:»» -^ i, nel 
caso attuale la Jacobiana di C, , Q , C3 passerii pel punto con 
K-i + l*a — ^ rami, (it-, + o*! — i , dei quali saranno ivi tangenti alia 
retta /. c. d. d. 

c) Sia <7, = jA,, (T^ :zzi (JL,. In questo caso le reti prqjettive [C^, 
[C^] posseggono in risp. un punto base ((x, — i)-plo, ((i,^ — i)-plp, 
le cui tangenti coincidono tutte con la retta fissa /, e contengono due 
fasci corrispondenti (costituiti dalle prime polari, relative a C, , Q , 
dei punti della retta /), pei quali i rispettivamente punto base 
({A,)-plo, (p.j)-plo (*). Talchi, applicando alle tre reti projettive [C'], 
[Q, [C\] ilTeor. VII (per i = 2, /;ziz2, r, = (x, — i, r^ — ^j.^— i), 
si ha la proposizione : 

Teorbma XVII. — La Jacobiana di tre curve , due delle quali 
passano per un medesinio punto risp. con (x, , p.^ ((x, ^^ fx,) ratni, 
le cui tangenti coincidono tutte in una medesima retta, t, passa in ge- 



(•) Dal noto teorema : Se uua curva possiede un punto (r)-plo, O, le cui 
tangenti coincidono tutte in una retta /, la prima polare di un punto qualunque 
di / ha un punto (r)-plo in O, le cui tangenti, in generaie, sono distinte. 
Rend, Circ, Mal:m., t. VII, parte x*, — Stampato il 29 settembre 1893. )i 



neralt (on ;*, -J- |a, - 
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27, Supposto che, delic tre date, le curve C, e C, siano dclL 
stesso ordine («, = «,), dai risuhaii oncnuti net n* precedcnte Jt< 
scendono immediatamenrf le segucnti proposizioni : 

T£ORB^fA XVn[. — La Jacohiana di una curva C, dolaia d'a 
Punio (.ryplo, O, e di an fascia (C*), i7 quali contime una curva, O, 
dolata in O di un punto {r'yph, passa con r-\-r' — 2 rami pel pimt9 
ed ha ivi le suae tangtnii Jella euiva luogo di un punto le cnl 
rilte polari rispctto a C e C si. segano sulla rella polart di O relm 
tiva alle curve del fascia (C). 

5c in una relta eoincidono f tangenti in O aila curva C td i 
langcnti in O alia curva C [doue o^=t-^r, o^s'^r' (•)], 1 
retla rnedesima si rtuniranno s -j- s' — i delle r ■{- r' — z tangen 
in alia Jacobiana di C e (C*). 

Per r' = I si ricade nc\ Tcorenia XIIT. 

Teorbma XIX. — La Jacohiana di una curva dolaia d'un pumt 
(_r)-pla, O, k cui tangenti coiticidono tulte in una retta, I, t di tmfm 
scio, il quale conlicnt una curva dolaia in d'un punto (j'yplo, i 
cui tangenti eoincidono tulle in I, passa pel punto con r -}- r' — | 
rami, r— i ovvero r'— i (mondo chc r== ai'vrro > r') dei qualt i 
ivi langenti alia retla I. 

28. Supposto die Ic curve C, , C, sianu dfllo stesso ordine 
(n, ^: «,), le proposizioni Jcl n" 26 fomiscono 1 segucnti enuncian; 

Teorem\ XX. — La Jacohiana di una curva C c di un fascia (C*), 
il quale : h dotalo d'un punto base (ryplo, O, e conltene una cun 
C, che ha in un punto (r'ypio (r' ^ r), passa con r ■}■ r' — a 
rami pet punIo ed ha ivi k stesse langtnii della curva luogo di i 
punto If cui relic polari relative iilk curve di (C*J concorrono in t 
punto della retta polare di O rispelto a C. 

Se in una retta eoincidono s tangenti in alia curva gentries 
del fascio (C) ed s' tangenti in O alia curva C [dove o ^ 



(•) Eccutto il iuo I 



I .juaIi: valt il Tco 
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o ^^ s' ^ r' {*)],' nella rclta medesima si riuniranno s -{- s' — i delle 
r -{- r' — 2 tangcnti in O alia Jacobiana di C t {C*). 

Teorema XXI. — La Jacobiana di una curva C e di un fascio 
(C*), il quale: edotato d'un punto base {r)'plo, 0, a tangenti fisse coin- 
cidenti tutU in una relta t, c contiene una curva, C, che ha un punto 
(r'yplo (r' ^ r) in O, le cui tangenti coincidono tutte in t, passa pel 
punto con r + r' — i rami, r — i dei quali sono ivi tangenti 
alia retta t. 

29. Supposto iinalmente che tutte e tre le curve C, , C, , C. 
siano dello stesso ordine («, ziz: n^z=z n^)y 4alle proposizioni del n° 26 
si ricavano le seguenti : 

Teorema XXII. — La Jacobiana di una rete [C] che contiene uH 
fascio (C*): dotato d'un punto base (ryplo O, e nel quale vi I una 
curva, Q, che ha in O un punto (j'yplo (r' ^= r), passa con r + r' — 2 
rami pel punto {**), ed ha ivi le stcsse tangenti della curva luogo 
di un punto le cui rette polari relative al fascio ( C*) concorrono in un 
punto della retta polar e di rispetto alle curve di [CJ. (♦**) 

Se in una retta coincidono s tangenti in alia curva generica del 
fascio (C*) ^ s' tangenti in alia curva C [dope o ^^ s ^ r, 
o ^ 5' ^ r' (****)]> ^^^^^ ^^^'^ medesima si riuniranno s + s' — i 
delle r + r' — 2 tangenti in O alia Jacokiana di [CJ. 

Teorema XXIII. — La Jacobiana di una rete che contiene unfa-^ 
scio : dotato d'un punto base (ryplo 0, le cui tangenti coincidono tutte 
in una retta t, e nel quale vi e una curva che ha in un punto 
(r'yplo (r' ^= r) le cui tangenti coincidono tutte in t, passa pel punto 
con r + r' — i rami, r — i dei quali sono ivi tangenti alia 
retta t. 

30. Le tre curve date C, , C,, C (n° 24) passino rispettiva- 



(•) Escluso il caso ^ = r, x' = r', per il quale vale il Teorema XXI. 
(••) Cfr. Kdtter, loco citato, (10.) p. 134, (11.) p. 136, 
(•••) Dal teorema: Un punto base multiplo di un fascio contenuto in una 
rete, ha la stessa retta polare rispetto a tutte le curve della rete. 

(••••) Escluso il caso 5 = r, ^' = r', per il quale vale il Teorema XXIIL 
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mente con oi, , {/., , jz, rami per un medesimo punto O. In questo 
caso le reti projeitive [C,'] , [CJ, [CJ] : i** avranno in Orisp. un punto 
base ((X, — i)-plo, (ja^ — i)-plo, ((a^ — i)i>lo, i cui gruppi di tan- 
gent! costituiscono tre involuzioni projettive di prima specie e gra- 
di {A, — I, (t, — I, jJLj — I ; 2*" conterranno tre curve corrispon- 
dcnti (le prime polari di O rispetto a C, , Q , C,) dotate in O ri- 
spettivamente d' un punto ((A,)-plo, (f*a)-plo, ((Aj)-pIo. Potchi U 
curva generata dalle tre reti projettive [Q], [C^y [C^l colndde con 
la Jacobiana di C, , C,, C^, in virtu del Teorema VIII (per i = 2, 
f. =r {X. — I ) si ha la seguente proposizione : 

Teorema XXIV. — La Jacobiana di tre curve C, , C, , C^ (J'^r- 
Ji>// diver si), le quali passano per un weiiesimo pnnlo O can ;<^, > ft, > V-\ 
ramiy ha in generate un punto ({x, -{- {i^ + (x^ — lyplo in O. 

Indicando con: 

R una retta condotta^ ad arbitrio pel punto ; 

7' una retta qualunque del piano ; 

Cp la prima polar e di O rispetto alia curva C^ (/> =: t, 2, 5); 

C^' , C^' le prime polari , rispetto a C^ , di due punii qnalunqnc 
del piano ; 

e facendo corrispondere a si stessa ogni retta del fastio .( T, R)^ 
si otterranno tre sistemi lineari 00' projettivi: 

[nc:, Q, /?(c;, Q")]. 
[T(q, Q, R(c;,q)]. 

St \L^ ^r 2, /^ fJt, + fJt, + [i., — 2 tangenti in alia facobiann 
di C, , C,, Cj saranno i raggi comuni, diversi da R, delle tre intHh 
lu:iioni projettive {di seconda specie e gradi [x^ , (x, , jx^), generate dai 
gtuppi di tangenti in O alle curve generiche delle tre reti projective : 

(;) [TCt, R(C:, cm 

contenute rispettivamentt nei sistemi precedenti. 
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3 1 . Suppongasi che <t, , ff, , fJ^ tangenti in alle curve C, , C^y C^ 
coincidano tutte insieme in una retta, t. Indichiamo con G°, G^, 
G^' risp. i gruppi di pi^, (x^ — ij K> — ^ tangenti in alle curve 
Cpy Cpy C^ , e con 

/;,^[g:, 2?(g;, g;o] 
W ! /;, = [g:, i?(G;,G;')l 

/;3.^[g;, i?(G;, g;o] 

le tre involuzioni projettive di raggi (di seconda specie e gradi p., , \l^ , ja,) 
generate dai gruppi di tangenti in Oalle curvegenerichedelle tre reti 
projettive ($). Vari casi sono da prendere in esame. 

a) Sia o < ff, < (X, , c,=i:(yj = o. La retta / sari : raggio (<7j}-plo 
del gruppo G\ e raggio base (c, — i)-plo deirinvoluzione di prima 
specie i?(G', G'[)\ epper6: raggio base (<j, — i)-plo deli'involuzione 
/*,. Applicando il Lemma relativo a tre involuzioni di raggi projet- 
tive di seconda specie (n** 17, nota; per dualita), col porre : 



7, ''1 


I, 


^' o> 


r\ 0, 


s\ — O,' 




^, o» 


•^3' 0, 


/; I, 




^a 0, 


^5 O' 



onde e =: o ed £ = <7, — ^ i, si trova che in questo caso la retta t 
contefi per cr, — i raggi comuni alle involuzioni projettive (tj), ossia 

per <y, — i tangenti in O alia Jacobiana di Cj, C,, C^. 

V) Sia 1, = [A, , (Tj :=: (x^ nz: o. In queisto caso le tre reti projet- 
tive di prime polari [C[], [C^], [C,'] relative a Q, C,, C^ soddi- 
sfano alle ipotesi del Teorema IX (per r^ = (x,. — i , j, 1= j^ = o), 
in virtu del quale si conclud: immediatamente che la retta / con- 
teri per (x, — i tangenti in alia Jacobiana di C, , Q, Cy 

r) Sia o < <y, < (<^ , o < (x, < (x^ , <?j = o. Supposto nel Teore- 
ma XXIV che le curve C', C^ (ad es.) siano le prime polari, ri- 
spetto a C, , Cj , di un punto qualunque della retta /, ne segue che 
/ sari risp. raggio (<y,)-plo, (<yj)-plo dei gruppi G' , G\ (*), epper6 : 

(*) Veggasi la prima nota della pag. 240. 
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raggio base (a, — i>-plo, (a^ — i>-plo di J^, , /*, e raggiobase (<t,>^Io, 
(«,)-pIo delle involuzioni corrispondenti di prima specie (G^, RG[)j 
(G^, R G,') contenute nelle prime. Applicando il Lemma comesopra, 
col porre : 



r', ^.- 


I, 


'■. — «. 


I. 


rJ_o, 


s:-i. 




s: I. 




s'i 0, 


< = o. 




/; 0, 




t'j 0, 



onde e = I ed £" = (x, -f ^a — i> si conclude che nella retjta / coin- 
cideranno <7i + ^a — i tangenti in alia Jacobiana di Q^ C^, Cj. 

d) Sia c, r=r (JL, , o < ^y, < l^a , <7j =: o. In questo caso le red 
[C,'], [C^], [Cj] si trovano nelle ipotesi del Teor. IX (per r^ = (4^ — i, 
s^=z G^ — I, jj = o), mediante il quale si conclude che la retta / 
conteri per (Aj -\- <J^ — i tangenti in O alia Jacobiana di C, , C, , Cy 

e) Sia '<7, =: [Jij , or, ziz (A, , (Tj nr o. In questo caso le reti [C,'J, 
[Q], [C^] soddisfano alle ipotesi del Teorema X (per r< ::= {a, — i, 
jj = o), in virtii del quale troviamo che, delle (jl^ + (x, + (jl^ — 2 
tangenti in alia Jacobiana di C, , C, , Cj : {x, + jji, — i coinci- 
dono nella retta / e le rimaneriti (x^ — i costituiscono il primo si- 
stema polare di raggi dell a retta t rispetto al gruppo delle (x^ tan- 
genti in alia curva Cy 

/) Sia o < -7, < (X, , o < <y, < fx, , o < <7j < (/.j. Supposto nel 
Teorema XXIV che le curve C,', CJ, €[ (ad e.>.) siano le prime 
polari, rispetto a C, , Q , Cj , di un punto qualsiasi della retta /, 
allora / sari risp. raggio (<y,)-plo, (<ya)-plo, (<yj}-plo dei gruppi G\ , 
G^y G3 (♦); eppero: raggio base (ff.— i>plo, (<y,— i>-plo, (^^j— i>plo 
risp. di /;,, /;,, /;, e raggio base (<7.>-plo, (<7,>.plo, (<Xj)-plo risp. 
delle involuzioni corrispondenti di prima specie (G°, R G[), (G,, R GJ, 
(Gj, i?Gj) contenute nelle prime. Per applicazione del Lemma come 
sopra, ponendo: 

r[ = <s^— I, r; = <7, — I, r; =:<Tj — i, 

t\=Oy /;=o, /;=o, 

(*} Veggasi la prima nota della pag. 240. 
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onde t =1 2 ed £":=: (X, + ^a + <^} — ij troviamo che fii questo caso 
la retta t conteri per <y, + ^^a + <^3 — i tangenti in alia Jaco- 
biana di C^, C,, C^. 

?) Sia <r, = [^,, o < <y, < (/•», o < <y3 < l^y Le reti [C;], [C,'], 
[CjJ si trovano nelle ipotesi del Teorema IX (per r^ r= (x. — i, 
jj = <T, — I, jj =: (Tj — i), in virtii del quale si conclude che nella 
retta / si riuniranno p-, + ^x, + ^x, — i tangenti in alia Jaco- 
biana di C, , C, ^ C^. 

h) Sia ff, = (X, , <ya = (A,, o < (7, < [a^. Le reti [C[l [Q], 
[C^] soddisfano alle ipotesi del Teor. X (per f,:==(A^ — i, s^=:<s^ — i), 
dal quale si ricava in questo caso che, delle [a^ + f^j + (J^-j — 2 
tangenti in alia Jacobiana di C^ , C, , C^ : [/.^ + j/.^ + ^Xj — i 
coincidcranno nella retta / e le rimanenti [-t^ — «7j — i costituiranno 
il primo sistema polare di raggi della retta / rispetto al gruppo delle 
residuali (x^ — or^ tangenti in alia curva Cy 

i) Sia <yj=:(JLj, <j^z=n/.^, (s^zzzjj.^ In quest' ultimo caso la mol- 
tipliciti del punto per la Jacobiana si. aumenta di una uniti. In- 
fatti, le reti [C[], [Q], [C^J si trovano ora nelle ipotesi del Teor. XI 
(per rj = (Ai — i), in virtu del quale si conclude, supposto ^w-, ^^(x, =^ [Aj, 
che la Jacobiana di C, , C,, C^ ha un punto ((jl, +(Aa + (Aj — i)-plo 
in con (x^ -f (x, — i tangenti che coincidono nella retta /. 

Dalla dlscussione che precede disccndono pertanto le seguenti 
proposizioni : 

Teorema XXV. — Se a^, a^, <7^ [o ^^ i, -^ (a. (*)] tangenti in 
risp. alle curve C,, C^, C^ (Teor XXIV) coincidono in una we-. ' 
desima retta t, allora delle f-, + (^a + 1^3 — 2 tangenti in alia 
Jacobiana di C, , Q, C^ ve ne saranno in gene rale <y, + <y2 + <yj — i, 
le quali coincidono in /. Per a^znz \l^ , c, r=: ;Xj , oz^tj^ <^ jx^ U resi- 
duali [ij — T^ — I tangenti in alia Jacobiana di C^, C^, C^ costi- 
tuiscono il prima sistema polare della retta t rispetto al gruppo delle resi- 
duali fXj — «7, tangenti in O alia curva C^, 

Teorema XXVI. — La Jacobiana di tre curve (d*ordini diver si) ' 
dotatey in un medesimo punto 0,d'un punto (jf^^plo, (jJ*^plo, (if-^yplo 



(•) Escluso il caso <r, = ji, , (x^ =*uLj , ^3 = 0.3, per il quale vale il Teo- 
rema XXVI. 
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(jA, z^^L^z^ jjLj), le cut tangenti coincidono tutte in unA rttta t, ba in 
un punto (jx, + jx, -f [x, — iyplo con ;x, + jx^ — i tangenti cbt 
coincidono nella retta t. 

32. Supposto che due delle tre curve date C, , C, , C, (n® }q) 
siano dello stesso ordine, in virtih dei Teorcmi XXIV, XXV e XXVI 
si hanno le seguenti proposizioni (cfr. n° 24, a ed il Teor. II): 

Teorema XXVII. — La Jacobiana di una curva C dotata d't^n 
punto (ryplo O e di un fascio ( C), il quale : possiede in O un punto 
base (r'yplo e contiene una curva C" dotata in O d'un punto (r"yplo 
(r" > r'), passa in generale con r -\- r' + r" — 2 rami pel punto O. 

Teorema XXVIII. — Se in una retta t coincidono (Teor. XXVII) : 

s delle r tangenti in alia curva C; 

s' delle r' tangenti fisse in del fascio (C) ; 

5" dcUc r" tangenti in O alia curva C" 
[dove o «= J ^ r, o ^ 5' ;^ r', o ^^ i" ^= r" (*)], nella retta t si 
riuniranno s + s' + s" — i tangenti in alia Jacobiana di C e (C'). 

• Per : o^ s < r, 5' = r\ s" = r" ; 

X =1 r, o i^: j' < r', 5"*=: r"; 

5 z=r r, s' =. r\ o ^^ s" < r" ; 

le residual i tangenti in alia Jacobiana di C e (C) costituiscono, 
rispettivamente, il primo sistetna polare della retta t relative: 

al gruppo delle residua li tangenti in O alia curva C; 

al gruppo delle residuali tangenti Jisse in del fascio (C); 

al gruppo delle residuali tangenti in O alia curva C. 

Teorema XXIX. — La Jacobiana di una curva dotata d'un punto 
(jyplo O, le cui tangenti coincidono tutte in una retta t, c di unfa- 
scioy il quale : possiede in un punto base {r'yplo a tangenti Jisse 
coincidenti tutte in t, e contiene una curua dotata in O d*un punto 
(j^'yplo (r" > r') le cui tangenti coincidono tutte in t; ha in gene- 
rale un punto {r'\'r'-\-r"--iyplo in con r+r'— i ovveror'+r" — i 
{secondo che r ^ ovvcro > r") tangenti che coincidono nella retta t. 

(•) Escluso i! caso ; =r, j'=r', i"=r", per il qu.ile vale il Teorema XXIX, 
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33. Suppongasi r"=:r\ In questo caso il fascio (C) (Teo- 
rema XXVII) sari dotato in d'un punto base (r')-pIo, i cui gruppi 
di tangent! alle singole curve costituiscono un'involuzione di prima 
specie e grado r\ Slano : t una qualsiasi delle r tangenti in alia 
curva C; C una curva qualunque del fascio (O); C" la curva di 
(C) che 6 tangcnte in alia retta t. La Jacobiana di C e (C) 
coincideri (n° 24, a) con la Jacobiana di C, C, C". Ora quest'ul- 
tima (Teor. XXV) 6 tangente in alia retta t. Dunque: nel caso 
attuale le r tangenti in alia curva C sono anche tangenti in 
alia Jacobiana di C e (C). 

Se poi si tien conto di un*osservazione precedente (n" 13) si 
ha la proposizione : 

Teorema XXX. — La Jacobiana di una curva C dotcUa d'un 
punto (ryplo e di un fascio, il quale possiede in un punto 
base (r'yplo con una (almeno) tangente mobile, passa pel punto con 
r -\- 2(r^ — i) rauii, r dei quali hanno ivi le stesse tangenti della 
curva C. (*) 

34.- Suppongasi che tutte e tre le curve C, , C,, C^ (n® 30) 
siano dello stesso ordine. In questo caso i Teoremi XXIV, XXV 
e XXVI forniscoiio anzitutto i seguenti eniinciati (cfr. n** 24, b; ed il 
Teorema I) : 

Teorema XXXI. — La Jacobiana di una rete [C] dotata d'un 

(•) Per r = r' = I c per r = 2, r' = i : « La Jacobiana di tre curve C, 
C, C tocca in ciascuno dei loro punti comuni la curva C quando O e C" sono 
dello stisso ordine; :;e il punto comune 6 un punto doppio per C, questo punto 
sxxk anchc un punto doppio per la Jacobiana, e \z tangenti di quest*ultima curva 
si confondcranno con quelle di C » [Hess e, Ueher die ganien homogenen Fun' 
cUonen von tkr drilten und vierUn Ordnung ^^wischen drei Variabeln (Crelle's Jour- 
nal, XLI, 185 1, pp. 285-292), p. 286. — Clebsch, Ueher diejenigen Curveny 
deren Coordinate n sich als elliptische Functionen eines Parameters darstellen lassen 
(Ibid., LXIV, 186$) ]. — ^"Per rf =i r — i : « Sc due curve dello stesso ordine hanno 
in uno dei loro punti comuni, O, un punto (r— i)-plo c che in questo medesimo 
punto una terza curva possiede un punto (r)-plo (tutti a tangenti distinte), la 
Jacobiana ha in un punto (^r — 4)*plo, con r tangenti le quali coincidono con 
le tangenti in alia terza curva ». [G 1 c bs c h-L i nd c m an n, Vorltsungen 
uber Geometrie, t, I, p. 380]. 

Hend, Circ. Matein., t. Vll, parte i\ — Stampato il jo scttcmbrc i8jj. J2 
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punto base {fyplo 0, la quale cantiene un fascia (C) : doiaio in O 
d'un punlo bast {fyplo (r' > r) e talc cbc in csso i conUtmia urns 
cwrua, C'y cbc ba in O un punto (jr"yplo (r" > r'); passu m gem^ 
rale con r -{- r' + r" — 2 ratni pel punto O (♦). 

Teorema XXXIL—Si in una retta t coimidano (Teor. XXXI); 

s dillc r Umgtnti fissc in del la reic [C]\ 

s' dclU r' tangenti fissc in del fascia (C); 

s'' diilc r" tangenti in alia curva C 
[dove o^s^r, o:^s'^r'y o^s"^r" (**)], nella rata t si rm- 
nirannp s -\- s' -{- s" —i tangenti in alia Jacohiana dilla rcie [C]. 

Per : o ^ 5 < r, s' z= r\ s" = r "; 

s = r, ^ i' < r', . x" = r"\ 
J = r, s' — r\ 0=^ s" < r"'y 

le rcsiduali tangenti in O alia Jacobiana di [CJ castituiscono, rispec- 
tivaniente, il primo sistenui polare della retta t relativo : 

al gruppo .delle rcsiduali tangenti fisse in O della rete [C]; 

al gruppo delle residuali tangenti fisse in del fascia ( C); 

al gruppo delle rcsiduali tangenti in alia curva C" (***). 

Tborema XXXIII. — La facobiana di una rete [C], dotatad'un 
punto base (ryplo a tangenti fisse coincident i tutte in un raggio t, la 
quale contienc un fascio : dotato in O d'un punto base (r^yplo(r"^r) 
a tangenti fisse coincidenti tutte nella retta f e tale che in esso i con- 
tenuta una curva che ha in O un punto (j'^yplo {r" > r') le cui 
tangenti coincidono tutte in /; passa in generale ,pel punto O con 
r + r' -J- r'' — i ranii, r + r' — 1 dei quali sono ivi tangenti alia 
retta t (♦***). 

3). Nella ipotesi del n** 34 suppongasi r' zz: r < r". La rete 
[C], dotata d'un punto base (r)-plo O, contiene una curva, C", che 

(•) Cfr. Kdttcr, loco citato, (14.) p. 140. 

(••) Escluso il caso j = r, j' = r', j" = r", per il quale vale il Tco* 
rcma XXXIII. 

(•••) Cfr. Kdtter, loco citato, (14.) p. 140. 
(••••) Cfr. Kdtter, toco citato, (14.) p.' 140. 
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possiede in un punto (r ")-plo. In questo caso i gruppi di tangcnti 
in O alle singole curve della rete costituiranno un'involuzion^, J% 
di prima specie e grado r (n° 1 1). La Jacobiana avri in un punto 
(2 r + r" — 2)-plo. 

a) Siano : t una qualsiasi delle r" tangenti in alia curva C"; 
C un'altra curva della rete tangente in alia retta t; C una terza 
curva della rete, non contenuta nelfascio (C, O'). La Jacobiana 
di [C] coincideri (n° 24, b) con la Jacobiana delle tre curve linear- 
mente indipendenti C, C, C". Ora, considerando le tre reti pro- 
jettive di prime polari rispeito a C, C\ C ed applicando il Lemma 
(n° 17) alia retta t, col porre : 



r, r — 


-I, 


r', r- 


I, 


r; r"-i, 


J, 0, 




^;-i, 




< -^^ 


t\ ._ t, 




': I, 




/; I, 



onde £ z=z 2 ed £'=::2r + r" — i, troviamo die la retta medesima 
lia (2 r + ^" — 2) + I inter^ezioni riimite in O con la curva ge- 
neral da quelle tre reti« Donque : nel caso attuale le t" tangenti 
in O alia curva O' sono acuiie tangeati in O alia Jacobiana di [CJ. 
V) Siano : d un raggio 4oppio delPin-woluzione ]\\ C una curva 
scelta ad arbitrio nella rete; C una dcUc curve della rete per le 
quali due delle tangenti in O coincidono in d. Considerando le tre 
reti profettive di prime polari rispetto a C, C, C", ed applicaado 
il Lemma (n° 17) alia retta rf, col porre : 



, r — 


I. 


»•, — r, 


r; r"-r, 


, o> 




^. 0, 


^J — 0, 


1 I. 




^1 I. 


^; r. 



onde 8 = 1 ed £=2r + r" — i, si conclude die il raggio doppio 
d dell'involuzione ]\ h anche tangente in alia Jacobiana di \C\. 
c) Suppongasi che I'involuzione // possegga un raggio base («7}-plo 
/ (<x ^ r — i). In questo caso ogni gruppo di J) sari costituito dal 
raggio / contato <y volt^ e da un gruppo di un'involuzione Jl^j, di 
prima specie e grado r — 9; onde il numefX) dei raggi doppi di J\ di- 



2)3 



0. I. aacciA. 



versi da ( sanl 2(r — i — i). Di qui s'inferisce die la rcna / coii- 
teri per 

tan};cini in O alia jacoHana lii [C]. 

Suppongisi inoltrc die la stcssa retta t sia rag^io (^J-pIo 
(5_ > n 4- i) In uii gnippo di J^. In oucsta ipoU-st I'invplurione P._3 
coiUcrr;\ un pruppo, ptrr il quale / i raggio («, — ff)-pIo; ^pper6 (") 
il numero del suoi raggi doppt divcrsi da t, ossia il nmnero dei raggi 
doppi dl /' Jivenii da /, sar.V : 

2(r — « — i) — C<r, - ^ - i) — 2(r — i) - (« 4- «, _ i). 
Donde si conclude che la rcna / lerri iuogo di 

2(r - i) — [2(r— l)~ C« -r •;, - I)] — ff + 1, — 1 
tangenti in alia Jacobiana di [Cj. 

Pertanto (scrivendo C r' invocc di C", r") si lia la propo- 
sizionc ; 

Teorema XXXIV. — La Jacobiana ili una rett, la tjualt: ha uit 
pmilo base (rypio O (r ^ l),.i cut grappi di tangenti alle singole 
curve coslituiicono un'involu^ione di prima specie e grado r, }\, econ- 
limt una curva , C, dotala in O d'un punio (r'yplo (r'>r); 
passa con 2(r — i) -f r' rami pel punio cd ha ivi per tongenti 
i 2(r ~ i) raggi doppi di Jl e le r' langenti in alia curva C. (^) 
/n un raggio base (ayph (t :^ r — i) di /,' coincidono 21 tangenti 
in alia Janobiana, In un r aggie base {lypio (ff ^ r — i) di Jl, 
che J net tempo istesso raggio ('!,yplo (i, > « -| i) per un gruppg 
delta involu:^ione medtsima, coincidono c + 1, — i tangenti in O alia 
Jacobiana. 



?6. Nella Jpoti'si del n" 34 suppongasi r" 
caso la rete [CJ (Teor. XXXI) sari dotata d'l 



-r' > r. In quc^tn 
I punco base (f)-plo 



(*) Due proposiiionl, e\c„ Lcmina II (ponenJo ivi ( = ij. 

{") Kotter. Ijco citato. (12.) p. ijy. — Per r = i, r' = 1: « Urn una 
« rete Ji cat\c pj5wiiti per uno itciso punto 0, b Jicobijua delli rete paua 
u due voke per cd ivi ha le due langcn'.i comuni con quelU curv^ ddU rete, 
« per \i quale i ut punto ilnppio. « (Cremona, hirodut.. n" 96, rf). 
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O a tangenti fisse (*) e conterri un fascio(C') il quale possiede in 
un puato base (f')-plo, i cui gruppi di tangenti alle singole curve 
costituiscono un'involuzione, /J/, di prima specie e grado r'. La 
Jacobiana della rete [C] passer^ con r + 2 (r' — i) rami pel punto 0. 

a) Siano: t una delle r tangenti fisse in della rete [C]; O 
una curva qualunque del fascio (C'); C" la curva di (C') che i 
tangente in alia retta t; C una curva della reto non contenuta 
nel fascio (C'). La Jacobiana della rete [C] coincideri con la Jaco- 
biana delle tre curve linearmente indipendenti C, C, C". Ora que- 
st' ultima (Teor. XXV) 6 tangente in O alia retta t. Dunque : nel 
caso attuale le r tangenti fisse in della rete [C] sono anche tan- 
genti in alia sua Jacobiana. 

b) Sia d un raggio doppio dcU'involuzione //,. Consideriamo le 
tre reti projettive di prime polari relative : alia curva del fascio (C) 
che ha due delle sue tangenti in O riunite in d; ad un'altra curva 
di (C'); c ad una curva della rete non contenuta in (C'). Appli- 
cando il Lemma (n° 17) alia retta d, col porre : 

r, = r\ r;z=r'— i; rl — r—i, 

s[ = Oy s'^ — o, s\ — 0, 

onde ezizi cd E = r -{- 2 r' — i, troviamo che la retta medesima* 
hn r + 2 (r' — i) -f i intersezioni riunite in con la curva ge- 
nerata da quelle tre reti; eppero i tangente in alia Jacobiana 
di [C]. 

(*) Supposto che rinvoluzione Jl, posscgga un raggio base (<y)-plo 
t ((T z^ r' — i), si dimostra come sopra (n"" 35, c) che nella retta 
/ coincideranno 2g tangenti in O alia Jacobiana di [C]; e se oltre 
a ci6 il raggio / i (<y,)-plo (<?, > <? + i) in un gruppo di /J,, esso 
in tal caso terri luogo di <? + '?, — i tangenti in alia Jacobiana 
medesima. 

Epper6 (n° 13) : 

Teorema XXXV. — La Jacobiana di una rete che ha un punto 

(•) Vedi Teor. Ill (per A = 2, /; = o, ^ = o). 
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base (jyplo O, a tangtnti fisse, e contiene un fascio dot at o in O di 
un punto base (r'yplo (r' > r) con una (almeno) tangenu mobile, passa 
con r + 2 (r' — i) rami pel punto ed ha ivi per tangenti It r tarn- 
getui fisse della rete ed i 2{r' — i) raggi doppi delVinvolu^ime, /Jr, 
di prima specie e grado r', costituita dai gruppi di tangenti in O alU 
curve del fascio (*). In un raggio base {^yplo (^^^f' — i) di f^ c^ 
inddono 2c tangenti in O alia Jacobiana. In un raggio base (^^yplo 
{p^^r' — i) di Jl,y che c nel tempo istesso raggio (jsyplo (^, > *+ i) 
per un gruppo della involu:(^ione medesimay coincidono ^ + ^, — i tan- 
genti in O alia Jacobiana. 

37. Nella ipotesi del n° 34 suppongasi rrr:r' = r". In questo 
caso, se r > I, la rete [C] (Teor. XXXI) sari dotata in d'un 
punto base (r)-plo, i cui gruppi di tangenti alle singole curve costi- 
tuiscono un'involuxione di seconda specie e grado r (Teor. I, nota). 
Siano: R una retta condotta arbitrariamentc per O; C una curva 
qualunque della rete [C]; C, C" due curve qualunque di [C] tao^ 
genti in alia retta R, La Jacobiana della rete [ C] coincideri (n*' 24, b) 
con la Jacobiana delle tre curve lincamiente indipendcnti C, C, C". 
Ora, considerando le tre reti projettive di prime polari rispetto a C, 
Oy C" cd applicando il Lemma (n° 17) alia retta R, col porre : 

< =3r— I, r'^ = r—iy r\ = r—i, 
s[ = o, s[=iy s\=iy 

/; = i, /;— I, /;=i, 

onde 8i=z:2 ed E z= jr — i, troviamo che la retta medesima ha 
3 r — I intersezioni riunite in O con la curva generala dalle tre reti 
projettive di prime polari relative a C, C, C". Donde si conclude 
che la Jacobiana di [C] ha un punto {jr — i)-plo in O. 

(•) Per r = I, r' = 2 : Data una rete di curve aventi un punto camune O ed 
ivi la stessa tangente T, la Jacobiana della rete ha tre rami passanti per O, i quaii 
toccano ivi la retta T e le tangenti ciispidali di quelle due curve della rete che bannj 
una cuspids in O. LViiunciato del Cremona {Introdu^,^ n° 97, d) riprodotto a 
pag. 148 delle niie Le^ioni di Geometria superiore (1889-90, litogr.) dev*essere 
attribuito alia rete speciale delle prime polari relative ad una curva dotata di 
una cuspide. 
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Si ha cosi, di una nota proposizione, il seguente enunciate : 
Teorema XXKVI.— La Jacobiana di una rttt dolata d'un punto 
bau {r-yplo (r > i), i cut gruppi di tangent i alle singole curve c(h 
stituiscono un'involu^ionc di seconda specie e grado r, passa pel punto O 
con ^r — I rami (*). 

(Continua) (**). 



Palermo, giugno-setlembre 1893, 



G. B. G UCCI A. 



(•) Cremona, Sopra alcune qussUoni nella Uoria delU curve pi ine {KnvitiW 
di Matematici, t. VI, 1864, pp. 153-168), n° 19. — Cremona, Finleitimg in eitte 
geometrische Tbeorie der ebenen Ctirven, Grcifswald, 1865; p. 271. — C 1 c b s c h- L i n- 
demann, loco citato, t. 1, p. 383. — Kilter, looo citato, (13.) p. 138. 

(••) A questo punto (23 settembre 1893) vien? a mia conoscenza che il 
prof. F. Gerbald i, il quale aveva a'nichevoimcnie avuto fra Ic mani il .niano- 
scritto di qa^jti Memoria , ha gii fatto pubblicare , sullo stesso a'gomento del 
5 VI, arcane carte litografate, che io mi riierbo di Icggcrc. G. B. G. 
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SULL' ATTRITO; 

Nota di Q. PENNACCHiETTi, in Catania. 



AJunanzA Jcl 2; giugiio 1H9*). 



Un punto materiale, la cui inassa potremo supporre cguale all'u- 
niti, si muova sopra una superricie, la quale, riferita a un sistenia 
di trc assi ortogonali, abbia per cquazionc : 



.^=f(^y y)' 



(I) 



Sieno X, F, Z Ic component!, secondo gli assi, della forza at- 
tiva clic agisce sul punio; R, R^, N la resistenza c le sue compo- 
nenti, tangenziale e normale, nelle quali si puo risolverc; X, (Jt, v ; 
*> P> V 8^^ angoli che le direzioni di R, N formano cogli assi; 
I'angolo acuto formato dalle direzioni di R, N, Si avri : 



d' X 



d'y_ 



d\_ 



-p = X^rRcosl, -^=r-:-2?cos;x, ^ = Z+/?cosv, (2) 



cos X, COS a, d X 
cos [/., cos P, (/ V 



=-:0, 



(3) 



COS V, COS y, d ;( 

COS* X -|- COS* (A -j COS* V ::=:; I , 



(4) 
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Supponiamo inoltre, come fa il Dorna (*)^ che sia dato il cono 
d'attrito> ossia il luogo delle linee d'azione della resistenza R, sicch& 
si abbia : • 



Ei/'cosa cosv \ ^ 

\COSX COS\ ^ J f z=z ^ 



(s) 



secondoch^ la linea d'azione della resistenza h interna al cono, ovvero 
h una generatrice di questo. Osservando che al caso del movimento 
conviene il segno ( = ), si avri: 



I? 



€1 



d^ 

dr 



— X 



d'x 
dt* 



X, y 



=0. 



(6) 



Le sette equazioni (i — 4), (6) servono a determinare le sette 
incognite x, y, 7^ R, X, (a, v in funzione del tempo t. Le coordi- 
nate Xy y, ;^ sono determinate dalle (i), (6) e dalla seguente : 



d*x 

de 

d*y 
dt* 
d\ 
7F 



— Xy COS a, dx 

— F, cos p, dy 

— Z,^ cosy, d;( 



= 0. 



Si hanno quindi le equazioni : 

cos 9 =: cos a cos X + cos p cos (a + cos y cos v 

N=R cos 9, 



(*) Noxioni Uoriche sulVattrito (Giorn. di Ma tern, del prof. B a 1 1 a g 1 i n i, 
vol. Ill, 1865). 

Rend, Circ. MaUm.j I. VII, parte 1*, — Sumpato il 6 ouobre 1893. j j 
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per la determinazione delle incognite 6, N, k, R^. 

La direzione della resistenza tangenziale (e quindi anche la i 
posta direzione della velocity) h deCerminau dalla (3) e dalle i 
relazioni : 

Osscrvando che si ha 

Rcos\ -^ NcQsx — k N j^ 

as » 

R cosM. =1 NcosB — k N-r^ 
^ as y 

if COSV ;= ^COSY — kN^^ 

as ' 
e indii:atuio con J'Tenergia cinetica o forza viva, si deduce dalle (2 

dT=Xdx + Ydy + Zdi — kNds, ( 

ossia 

dove V 6 la velocita e 2 la componente tangenziale della forza ; 

tiva. 

Nel caso deircqiiilibrio i nccessario osservare che la linea d' 

zioae della resistenza puo anche cssere interna al cone d'attril 

sicche il primo membro della (5) sari generalmente negative, i 

sari nuUo nella posizione limite di equilibrio. Tenuto conto di qi 

st'avvertenza , le fomiule relative all' equilibrio si ottengono 

quelle relative al moto, facendo inoltrc in quest' ultimeidenticamer 

d^x d^y d\ ' r \ J ^r T 

-r-r = o, -r-T" = o, -y-r =1^ o c qunidi anche d f =: o. La con< 

dt* ' dt^ dt^ ^ 

zione, a cui devpno soddisfare Ic componenti X, Y, Z nel caso d 

r equilibrio, i pcrcio : 
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IntrodacraiTro un srstema cf? coordinate cnnMlmee y, , y, tracciate^ 

sulla superficie , moltiplichiamo le (2) per -r — , -sr~ » v^ e som- 

«3?. a?, dq. 

niiamo; si otterri : 
dove : 

r=i(£?r + 2Fq:g:+Gq:), q:=^', 

~l^,dq,^'dq.dq,'^ dq,&i/ 

dq, dq. dq, 

Dalle (8), eliminando kN, si ha I'equazione : 

\dt^q: dq, ^'Jdq'rUtdq', d q, ^*J d q', ' ^^^ 

la quale t veiificata qva^unqae sia Tequattione ie\ cono d*attritb e 
anche se la superficie t levigata. La (7) diviene 

cd 6 una conseguenza delle (8). Dalla (9) e dalla equazione (6), tra- 
sformata in coordinate curvilinee;. si traggonl) Ic espressioni di y, , q^ 
in funzione del tetn{^; d;^ que^e ^pi^ssioniv dalle espres^oni cono- 
sciute di jc, y^ ;( in funzione di y, , q^ q dalle formule precedenti si 
deducono infinre i valori deUe altre incognite sc^ra considerate. 
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DaU'equazione (9) si pu6 dedurre che il problema del moto d'un 
pun to sopra una superficie scabra animette, in certi casij integnli i 
quali sussistono indipendentemente dalla levigatezza o scabrositi della 
superficie. Per detonninarc questi integrali basteii vedere in quali 

casi I'equazione (9), che i lineare rispetto a -n» > T^» ^ possa 

integrare indipendentemente daU'equazione che si ottienetrasformando 
la (6) in coordinate curvilinee. Tale detenninazione dipende adun* 
que dal noto problema, di calcolo integrale, della integrazione, quando 
questa sia possibile, di un'unica equazione differenziale ordinaria di 
second'ordine , contenente due funzioni incognite di una medesima 
variabile indipendente e lineare rispetto alle derivate seconde delle 
due funzioni incognite. Perci6 io mi limiter6 qui a indicate soltanto un 
esempio in cui, nel problenu del moto d'un punto obbligato a rima- 
nere sopra una superficie, esistono siffatti integrali. 
La (9) sviluppata diviene : 



dove : 



\dq, 2 dqj 2 dq, ^ dq. 



A^ = — Fit —-^ — ) -i £-5 G5 — , 

\dq, 2 dqJ ^2 dq, d y, ' 



. ^/dF ■ I dG\ , I „aG 

^\= G ( 3 -r 1 ^ F-5— , 

' \dq, 2 dq,/ ^2 dq,' 



B, = FQ,-EQ„ B,= GQ,-FQ,. 
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Supponiamo che le forze attive sieno generalmente funzioni di 
^i> ?a> ?i> ?! ^ ^^1^ c^^ I'espressione B^q[-{- B^q\ sia una funzione 
di 9i> ?2> ?Ij ?2 omogenea di terzo grado rispetto a q\y q[y sicchi 
potremo porre : 



B,q\ + B,q: = q\^^(^q^,q^, ij-) 



Si avri : 



(Fq\ + Gy:)2. -(£?; +^^-70 a = ???((/.. 1^> y)' ^"^ 

L'equazione (10) ammetteri allora due integral! primi, non con- 
tenenti esplicitamente il tempo, che non §ono altro che i due inte- 
grali primi deU'equazione : 

da a " 

nei quali a j^ siasi sostituita la quantiti -~- . Quest' integral! hanno 
adunque la forma : 

e da essi, eliminando -^, si ha Tequazione della traiettoria : 

/jC?.*. ?.> ^.> O = o- 

Dunque : data una superficie qualunque, se lefor:(e soddisfano alia 
condi:(ione (11), i due integrali primi dell' tqua^iione (12) nei quali 

a -T^ siasi sostituita la quantitb -^7- , e per conseguenia I'equa^^ione 
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delU traiettofia cbe da cssi si dedmt, appartingono ai pnUima del 
moto del pumto sopra la st^erficie data , tanto u ftusUi sia letngata , 
quanlo se scabra, e, in qmsto s^ondo case, qualunqui sia il cdno d'aUrii0, 

Catania, 21 giugno 1893. 

G. Penhacchietti. 
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UNA DEFINIZIONE SINTETICA DELLE CURVE POLARI; (*) 

Kota di e. B. 6 U C C I A , in Palermo. 



Adunanzft del X} Agosto 1993. 



I. Siano nel piano : [C]' un sistema lineare di curve, d'ordine 
n e dimensione k; P \m pimto qualsiasi. 

Qual'i il luogo dei punti in cui rette condotte da P hanno 
contatti d'ordine k con curve del sistema [C]*? 

Si indichi con ^p il luogo cercato e con (X;^ il suo ordine. 

a) Sia k=ii. Poichi vi h una, ed una sola, retta uscente da 
P, la quale h ivi tangente ad una curva del fascio (C), ne segue 
che la curva ^p passa con un ramo pel punto P. D'altra parte, una 
retta condotta ad arbitrio per P contiene, come 6 noto, 2 (n — i) 
punti (diversi da P), in ciascuno dei quali essa i tangente ad una 
curva del fascio (C). Di qui s'inferisce che il luogo ^p e dell'ordint : 

(l) (A, = I + 2(« — l)zzr2« — I. 

(•) Questa breve nota k esiraita da un §, ancora inedito, delle Ricerche sui 
siitimi lineari di curve algebriche pian€, dotati di singolaritd ordinarie, una parte 
ddle quali si fc pubblicata in quesii Rendiconti, t. VII, 1893, pp. 193-255. Cosi, 
mi riserbo di far conoscere pi i tardi le propriety dei luoghi 4>^ e degl'inviluppi 
O^ qui considerati. 
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^) Sia i > I. Si indichi con : 

B un punto base semplice di un ststcma lineare [CJ d'ordinc 
n c dimensione f ; 

R' una retta condotta ad arbitrio per B ; 

y[ la classe della curva, U'j^, , inviluppo delle recte, le quali, net 
nei punti di R\ hanno contatti d'ordine f con cunre del sisreiiia[C|; 

;, il numero delle rette uscenti da B, ciascuna delle quali hi 
un contatto d'orJinc f + i con una curva di [Cf. 

Fra Ic curve del sistema [Cf vc nc & una , ed una sola , che 
ha in B un contatto d'ordine i con la retta R'. D*altra parte, la 
retta R' contiene (1 -f i)(« — i — i) punti (•), in ciascuno dei quali 
essa !ia un contatto d'ordine i con una curva di [C]*. Di qui s'in- 
fcribcc die Tinviluppo Uj^* !ia, nella retta R\ una tangente multi- 
pla del grado : 

0- i)(«-i-0 : i=(i-fi)(«-0-«. 

Tuttc le curve di [Cf che passano per un punto qualsiasi Q 
della retta R' costituiscono un siiitema lineare [CJ*~' , nel quale vi 
sono, per ipotesi, ;,_, cur\'e, ciascuna delle quali ha in Q un cott- 
tatio d'ordine 1 con una retta. Sono dunque in numero 

le tangenti che si pi^ssono condurre da Q alia curva Q^. Si ha 
quindi : 

Ritorniamo ai luogo cercato 4>p relativo al sistema [C]*. 

Si conduca nel piano una trasversale arbitraria T. Per un pun- 
to qualunquc x Ji questa retta passa una^ ed una sola^ curva del 
sistema [Cf, la quale ha ivi un contatto d'ordine k — i con la retta 
P X. Questa curva incontrera 7' in altri n — i punti Ji. Rectproca- 



(*) Intorno ;UIa formola (/-f i)(» — /) cfr. : Due proposiiioni r§IaUv§ «Ui 
involuiioni di specie qualunquc^ Jotaie di singolariia ordinnrie (quesU Rcndkoatii 
I. VII, 1893, pp. 49-60), nou a piC: della pagina 55. 
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mente : Si assuma ad arbitrio un punto (i nella retta T. Tutte le 
curve di [C]*, le quali passano per ^ costituiscono un sistema lineare 
[C]*"'. Ora, le vj[_, rette uscenti da P e tangenti airinviluppo O^' 
relative al sistema [C]*'"'' incontreranno la retta T in altrettanti 
punti a. Cosi : a ciascun punto a corrispondono n — i punti p ed a 
ciascun punto P corrispondono vj^, punti a. Vi ^aranno dunque (*) 
n — I + v]^j punti a, ciascuno dei quali coincideri con uno dei cor- 
rispondenti p. Poichi ognuna di queste coincidenze h un punto co- 
mune alia retta T e al luogo ^\, ne segue che : 

(3) t^i = « + vL, — I. 

Una trasversale condotta ad arbitrio pel punto P contiene 

(k^-i){n-k) 

punti (diversi da P), in ciascuno dei quali essa ha un contatto d'or- 
dine h con una curva del sistema [C]*. Essendo questi i soli punti 
in cui la trasversale incontra il luogo <>p, oltre il punto P, se ne 
conclude che il luogo medesimo avri in P un punto multiplo del 
grado : 

Si osservi, che una qualsiasi delle tangenti in P alia curva <^p 6 
una retta che ha ivi un contatto d'ordine ^ con una curva del sistema 
[C]*, val quanto dire un contatto d'ordinc k cow una curva del 
sistema minore [C]*"* dotato d'un punto base semplice in P. Si ha 
quindi : 

(4) ^k^^ = V'k-(h-\-l){n-h)^ 



(•) de Jonquieres, Thioritnes getUraiix conurnani les courbcs giomctri- 
qties planes d'un ordre quelconqiu (Journal dc Mathcmatiques, 2^ serie, t. VI, 1861, 
pp. 113-136). — Cremona, Introduj^ione ad una teor la geotnetrica delle curve plane 
(Mem. Ace Bologna, XII, , 1862), n° 83. — Riguardo al « principio di corri- 
spondenza », fm qui esclusivamente attribuito a C h a s 1 e s , rinupdiamo il let. 
tore alia rccente ed interessante monograda del Segre: ir 
principio di corrispondenxa e dei sisUmi di curve (Biblio 

PP- 33-47)- 

Rend. Clrc, Matem., t. VII, parte x*.— Sia 
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e scrivendo k — i in luogo di k : 

(j) lk-^ = ^^l^-kin-k+ i). 

Ora, dalle (2) (per i = i — i), (?) e (y) ricaviamo la fbnnoU 
di ricorrenza : 

mediante la quale, in vinu della (i), si deduce : 
D'altra parte, dalle (4) e (6) si trae : 

p _ Hk + I) 

^k-, — 2 

Possianio quindi enunciare la scguentc proposixione : 
Daio un sistcma linear c d' or dint n e dimensiane k, il luogo dei 
punti in cui retu uscenti da un punto fisso P hanno coniaiti d*ardint 
k con curve del sistema, t una curva, 4»p, dtll'ordine 



(*.+ l)(2«-i) 



'> > 



la quale passa con 



Hk-v I) 
2 



rofni pel punto P (*) 



2. Suppongasi die il sistema [CJ* sia tale rispetto al punto P, 
che, per ogni retta R condotta per P e per tutt'i valori successtvi 
di / da I a Jfe vi sia un sistema lineare [C]*^, contenuto in [C]*^"^', 

(•) Per * = I cfr. C r e m o n a, /it/roiii^., etc, n° 85. Lc curve ♦* relative 

ai punti del piano costituiscono un sistema 00* , che ^ lineare per i = i. Delle 
curve 4>p mi sono g\k servito nelle mic Leiioni di Geometria superiore (1889-90* 

litogr., pp. I) 5- 1 62) per determinare, in vari casi di singolariti, rabbassamemo 

die siibisco il numcro dei punti doppi di un fascio. 
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la curva generica del quale kbbia *<»/ (i ^^ ff, < ^, < . . . < ^4 =^ «) 
delle sue intersezioni con R riunite in P. 

In queste ipotesi come si comporteri il luogo ^p nel punto P? 

In virtii di una proposizione diinostrata altrove (*), la retta R 
conterri 



_ (k + i)(2n — ky ^; 



<^i 



punti, in ciascuno dei quali la retta medesima ha con una curva del 
sistema [C]* un contatto d*ordine k. Poichi son quest! i soli punti 
in cui la retta R incontra la curva <^p oltre il punto P, se ne con- 
clude che 



^k+ i)(2«-^) m + i)(2n-k) ._g J ^f^^^ 

^ L ^ /-< J i-I 

intersezioni di 1? e ^p coincideranno nel punto P. Epper6 : 
La curva ^p passa con 

I" 

rami pel punto P. 

3. Nelle ipotesi del n° precedente, si osservi, come sopra (n° i), 
che una tangente in P alia curva *p 6 una retta che ha in questo 
punto un contatto d'ordine k con una curva del sistema [CJ*, val 
quanto dire: un contatto d'ordine ^ con unodei d^ rami di una curva 
del sistema minore [Cj*~'. Pertanto, ponendp : 

k I = ^ fJ^Z=Z r, (7; = P;_j , (/ = 2, 3, . . . / — I) 

abbiamo la proposizione seguente : 

(*) Due proposi:^ioni, etc., Lemma II. 
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f 



Siano dati nel piano : un sisfma lineare [C]' id un punio P. Stip- 
pongasi : 

!*» che il sistma [C]' abhia in P un Jmnio base (ryplo; 

2** chiy per ogni retta R iiscente da Pi e per tuifi vaiari smcces- 
sivi di i da I a /, vi sia un sistema lineare [C]*^, contemUo in [Cf^*, 
la curva generica del quale abbia p, delle sue interse^iani can R rith 
nite in P; dove : 

^ <?.<?.<•••< P/ =^ «• 
In quesie ipotesi vi saranno : 

r + i;p, 

rftte uscenti da P, ciascuna delle quali ha ivi un conlatto d'ordine t + i 
con uno degli r rami di una curva del sistetna [C]', 

4. In particolare, il sistema [C]' sia dotato in P d'un puntobase 
(r)-plo (r ^ f), i cui gruppi di tangenti alle singole curve costhui- 
scano un*involuzionc di grado r e specie t (che per semplicitil sup- 
porremo non abbia raggi base). In questo caso il sistema [Cf non 
conterri curve dotate in P d'un punto di moltipliciti > r (*). Ma, 
condotta per P una retta arbitraria i?, per tutt*i valori successivi di 
I da I a ^ vi sari un sistema lineare [CJ'"', contenuto in [0]*"^^ 
la ciii curva generica passa pel punto P con r rami, iino dei quali 
ha ivi un contatto d'ordinc 1 con la retta R. Talchi, ponendo nel 
teorema precedente p^ zzz r -J- 1, si ha la proposizione ; 

Dato un sistema lineare 00', il quale possiede un punto base (ryph, 
P (r -^ /), I cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un 
volu:(ione di grado r e specie t senT^a raggi base, vi sono : 

(/ + i)(zr-\t) 



(•) Ricerche, etc., n** 12. 
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reiU uscenti da P, ciasi-una delle quali ha ivi un contatto d'ordine t + r 
con uno dcgli r rami di una curva del sistema (*). 

5. Siano dati una curva C d'ordine n ed un punto qualsiasi 
P. Si indichi con : 

R una retta scelta ad drbitrio nel piano; 

9,_j(/ = o, I, 2, . . . r — i) un gruppo qualunque di n — / 
rette uscenti dal punto P. 

Le r+ 1 curve d'ordine n, linearmente indipendenti : 

?, > ?,^, if , . . . 9,^^, ?r\ c 

(dove I^ indica la retta R contata / volte) individuerannb un si- 
stema lineare, d'ordine n e dimensione r : 

(7) [% > ?-,«,-•• ?^. ^^'> Q> 

tale che : per tutt'i valori successivi di i da i ad r, il sistema oo"^: 

(8) [?, , ?»-., *, . . . ^n-^i R"^, 
contenuto nel sistema oo*^"*"' : 

ha \tk P un punto base (n — r + i)-plo (***). 

Poichi la curva generica del sistema (8) ha n — r -]- t inicr- 
sezioni riunite in P con ogni retta uscente da questo punto, ne se- 
gue (n* I e 2) che la curva ^p , luogo dei punti in cui rette con- 
dotte da P hanno contatti d'ordine r con curve del sistema (7), la 



(•) Cfr. Doehlemann, Ueber lineare SysUme in der Eberte und im Raum 
und mber deren Ja cod i'sebe Curve bejiiehiingsweise Jacohi'sche Flachc (Math. 

Ann., XLI, 1S93, pp. 545-570), p. 549- 

(••) Per 1 = 1: contenuto nel sistcina oc'' (7). 
(•••) Ricerche^ etc, Tcorema I, a. 
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quale i deU'ordine 

(r + i)(2» — r) 
2 

passer^ con 

(if — r + t)=z nr ^^ 

rami pel punto P. 

Ora^ egli h evidente che il luogo 4»p sari composto dellc 

^ (n — = nr — ^— ^ 

rette uscenti da P, che costituiscono i gruppi 9^, 9^,, . . . 9»«,^, > 
e di una curva residuale, d'ordine 

(r + i)(a«-r)_j-^^_r(r--0-|^/_^^ 

la quale non passa, in generale, pel punto P. 

Dico che quest' ultima curva (che indicher6 con CJ)* h la (r)** 
polare del punto P rispetto alia curva data C 

A tal uopo 6 mestieri dimostrare : a) che, per r=z i, la curva 
Cp coincide con la prima polare di P rispetto a C; i^) che , per 
f = 2, 3, . . . , la curva Cp coincide con la prima polare di P ri- 
spetto a Cp"\ 

a) In virtCi della sua dednizionc , il luogo 4»p passer4 per gli 
n(n — i) punti di contaito delle tangenti condotte da P alia curva- 
C. Questi punt: , non potendo trovarsi suUe rette dei gruppi 9^ , 
?«_, > • • • 9,^-r+i (} quali, per ipotesi, sono stati assunti ad arbitrio) 
si troveranno tutti necessariamente sulla curva Q. Ora, siccome per 
gli n (n — i) punti comuni a due curve d'ordini n ed n — i non 
pu6 passare un'altra curva d'ordine n — i, cosi si conclude senz'al- 
tro che la curva Cp coincide coUa prima polare di P rispetto a C 

b) Sia Q il punto di contatto di una tangente condotta da P 
alia curva C^\ II sistema ocT'^ 

m 

[?« > ?^, if , . . . 9„_^, S'^y C] 
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conterrit una curva, la quale avri in Q un contatto d'ordine r con 
la retta P Q. Ma quest' ultimo sistema 6 contenuto nelsistema cx)'' (7); 
dunque : il punto Q apparterri anche alia curva Cp. Ora, poichi 
la curva Cp (d'ordine n — r) passa per gli (n — r) (n — r + i) 
punti di contatto delle tangenti condotte da P alia curva Cp"^ (d'or- 
dine n -^ r + i), ne segue, come sopra (a), che essa i la prima 
polare di P rispetto a Cp"* . 

Si ha quindi la seguente proposizione : 

Siano dati : una curva fondamentale C, d'ordine n, cd un polo quaU 
siasi P. Indicando con : 

R una retta scelta ad arbitrio nel piano; 

9,^ (/ = o, I, 2, ... r — i) un gruppo qualunqiu di n — / 
rette uscenti da P; 

allora : la (r)"» polare di P rispetto a C h la curva (d'ordine 
n — r) chey insieme ai gruppi di rette 

costituisce il luogo dei punti in cui rette condotte da P hanno contaiti 
d'ordine r con curve del sistenia lineare (d'ordine n e dimensione r) 
determinato dalle r + i curve: 

(dove R! indica la retta R cantata j volte). 

In particolare, per r = i : 

La prima polare di un punto P rispetto ad una curva C, d'or- 
dine n, 4 la curva (d'ordine n — i) che, insieme ad un gruppo qual- 
siasi, 9,, di n rette uscenti da P, costituisce il luogo dei punti di con- 
tatto delle tangenti condotte da P alle curve del fascio(9„, C) (*). 

(*) £ mio debito far conoscere che il prof. Cremona, al quale avevo co- 
muoicato il superiore teoremay mi scriveva, in data del aSagosto 1893, di esser- 
gli giii noto pel caso particolare r =: i. 
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6. Un teorema affatto analogosi ha, nello spazio, per le superficie 
polari di un punto ris|^tCo ad una superficie data. D'alcra parte, 
segando il sistema lineare (7) con una retta condotta pel punto P 
si ritrova, nel campo binario, la definizione data dal sig^ K o h n pel 
centri armonici di grado n — r (*). 



Palermo, settembre 1893. 



G. B. Gucci A, 



{^*) G. K o h n , Zur Tbeorie der barmonischen MitUlpunkU (Sitzb. der k« 
Akad. der Wissensch. zu Wieii> IL Abth«, Juli-Heft, 18S3), n^ 8 (ponendo ivi » — r 
in luogo di r). 
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SOPRA LE SOLUZIONI COMUNI A PlO EQUAZIONI A DERI- 
VATE PARZIALI DI i° E 2° ORDINE CON PlO DI DUE 
VARIABILI INDIPENDENTI; 

Nota di G. PENNACCHIETTI, in Catania. 



AduaanM del 13 agosto 1893. 



Occorrendo alcune volte ricoaoscere se date equazioni a deri- 
vate parziali. di i** e 2^ ordine con piii di due variabili indipendenti 
e con una stessa funzione incognita ammetcano soluzioni comuni e, 
nel caso affennativo, avere un metodo per ritrovarle, non credo inu- 
tile, rclativamente a tale questione, trattare qualche esempio che si 
puo svolgere facilnisnte generalizzando il metodo che, nel caso di 
due variabili indipendenti, ha dato il Bianchi in tre sue pregevoli 
note (*). 

ft (ti -4- T^ 

I. Sieno date — ^^ equazioni a derivate parziali del 2^ 

ordine con n variabili indipendenti e con .una stessa funzione inco* 
gnita 7i : 

Pr,s=Pr.s (^,> *i> .-. X„y ^, p,,p^> '"Pn)y (0 

(*) SulU soluzioni comuni a due ejui^hni a dtrivate par;iali del iP ordine 
con due variabili. (Read. R. Accad. dsi Lincei, serie IV, vol. II, 2*^ sem. x886.) 
Rend, Ore, Malem,, t. VII, parte i^.—Siampato il i6 ouobrc iSjj. i* 
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dove & posto generalmente : 

Per riconoscere se le (i) ainmettano una soluzione comune e, 
quando esista, ritrovare questa soluzione, si costruisca il sistema 
delle It -f I equazioni a diflferenziali totali : 

dp,=p,Jx^ + ... +p,,.dx„ (. = 1.2....'.) 

e quindi il sistema delle n equazioni a derivate parziali lineari ed 
onu^enee : 

Questo sistema & Jacobiauo se, qualunque sieno le quantity 
X,, jc,, ... x^, :(^y p^y "' Pm9 considerate come indipendenti fra loro, 

sono soddisfatte identicamentc le — !^^ ^ equazioni : 

^i (/>/.*) = 4 (/^..O ' (3) 

dove iy J sono numeri disuguali qualunque della serie i, 2, . . . n 
c h ^ un numero qualunque della stessa serie. Se queste condizioni 
sono soddisfatte^ il sistema (2) ammette n + 1 soluzioni : 

/,(^,> • • . ^'„y A> . . . /'«) = ^,> 
dove le c, sono costanti arbitrarie e donde per eliminazione si ottiene : 

^ —— K. yp^i y • • • ^w > ^1 > • • • ^iH-x/» 

die sari la soluzione pifi generale delle (i). 

Se le (3) non sono tutte idcnticamente soddisfatte, i evidente 
che dovranno essere nondimeno verificate qualunque sieno ;r, , ... x^, 
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dopochi siasi sostituita in esse una soluzione comune delle (i), 
posto che tale soluzione esista, perchi, se :( (.t, , ... x^) i questa 
soluzione, le (3), dopo questa sostituzione, rappresentano le identiti : 



d Xi dxjdx,, dxj dx.dx^, * ' ■ 

In questo secondo caso quelle delle (3) che non sono identica- 
mente soddisfatte qualunque sieno -v, , . . . ^^ , ;f, /^^ , . . . ^„ , costi- 
tuiscono , se contengono qualcuna delle p^, ... />„ , equazioni di 
1° ordine, e, quando le (i) ammettano una soluzione comune, que- 
sta dovri essere comune altresi a quest'ultime equazioni di 1° ordine. 

Se le (i) sono date nella forma : 

F, , (x^y ... x„ , ^, />, , . . . A , />,,, , />,., , . . . />«, J = o, 

le condizioni (3) si trasformano facilmente, osservando che le — — ^^^ 

espressioni Ai(J>j^^), nelle quali i 4 un numero dato della serie i, 
2, ... n e /, h sono due humeri qualunque, eguali o diseguali, della 

stessa serie, si ottengono Hsolvendo il sistema delle — ^ equa- 
zioni lineari che si ricavano dalla seguente : 

dando ad r, s due valori qualunque, eguali o diseguali, della serie 
I, 2, ... If. 

2. Siano tre le variabili indip^ndenti e sia data un'equazione 
di second'ordine e una di prime: 



p,=p, (X,, X,, T3, ^, A,/0> 
delle quali la prima non sia consegueftza della seconda. 



(0 
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Si possono facilmente ricavare dalle (i) quattro equazioni della 
forma : 

nelle quali i second! niembri sono funzioni determinate e conosciute 
di X,, .Y,, .r,, r, />,,/>,, ^,, , />,,. 
Poniamo per breviti : 



^.(/)=«/)+^/w+a^ 



/»..,.<• ('■='' *• 3) 



Dalle equazioni (2) si possono dedurre, mediante derivazione, 
sette equazioni lineari tra le cinque derivate prime distinte di ^,,,, 
>>,.. ossia tra le derivate teree ;>,.,.,, ^,,,.., p,^^, /,.„,, />,.^,. Que- 
st' equazioni sono: 






(3) 



Affinchi le (3) sieno compatibili, dovranno essere soddisfatte due 
equazioni di condizione. Ma in ci6 bisogna distinguere due casi y 
secondochi le due equazioni di condizione sono o no identicamente 
soddisfatte qualunque sieno le variabili x, , .v, , x^ , ^y p^t p^y ^,,, » 
^, jj considerate come indipendenti tra loro. Nel secondo caso occor- 
reri esaminare se nondimeno esse amniettano soluzioni comuni colic 
(i). Nel primo caso, supponendo che particolari relazioni traicoef- 
cienti non impediscano di determinare in modo unico le cinque in- 
cognite ^,,^„ ^.,,„ ^,,,„ A...,, /^,.,.5 in funzione di x,, jr,, x,, ^, 
A > A > ^1,1 > A,i > ^^ costruiri il sistema : 

^, (/) = o. (*«i.a,0 
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Tenendo conto delle (3), si verifica clie questo sistema 4 Ja* 
cobianoy se sono soddisfatte identicamente le equazioni : 

dove (r, s) 4 Tuna o Taltra delle due combinazioni (i, i), (i, 2) 
e iy j sono due numeri disuguali qualunque della serie i, 2, 3. 

Quando le equazioni (4) sono identicamente soddisfatte, le (i) 
ammettono una soluzione comune contenente sci costanti arbitrarie; 
altrimenti bisogneri verificare, se quelle tra le (4), che non sono 
identicamente soddisfatte, ammettano una soluzione comune coUe 
equazioni date. 

3. — Siano quattro le variabili indipendenti e sia data ancora 
un'equazione del 2° ordine e una del i** : 

F{x,y . . . X^y K^ Piy Pty Pyy P^y Pi.i> A.a > • • • P^^=^Oy 

: (0 

P^=p4 (^t > • • •* ■^4> ^> A > A> Plh 

delle quali la prima non sia, bene inteso, conseguenza della seconda. 
Da queste si dedurranno le equazioni : 



Pu^ = ?i,4 (^i > ••• -^4 > ?> /^i > A > A ' Put > A.a > A.J > P%,t > A.5)> 

A,4=?M> A.4 = ?M> Pa.4 = Ua> A.5 — ?5.5> 



(2) 



sicchi i secondi membri sarnnno funzioni note di jc, , ... x^, p^, 

Pty P^y Puxy A.a> Pi^y A.i> Pi^y 

Le derivate prime dbtinte di />,,, , />,^, , />,^, , p^^^ . p^^ sono in 

mumero di 14, ed altrettante sono le equazioni, lineari rispetto a 
queste derivate, che si possono ricavare dalle (2) mediante una pri- 
ma derivazione e coUa successiva eliminazione delle rimanenti de- 
rivate terze di 7^. 

Ponendo per breviti : 
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^'(/)=^ + I^A + a^A.-+^^«.+ 



+ I^A. + a£- A. + ^p^^^^ 



-^ A.V + ^-a—Puu + 



Jp 



U\^ 



+ ^A^. + #-Am» 



5ai; 



<JA,/ 



(• = 1, 2, J, 4) 



le 14 equazioni sono : 



(3) 



Am = ^. (/-m). ^..m - ^. CP. .4) = ^. (?m)' 
/..M = ^, (P..4) = ^. (/»,..). 

^, 0>,.4) = ^4 C^5.,)' ^4 O-sJ = ^ (PJ> 



Supponendo che tune queste equazioni sieno distinte e costniendo 
quindi il sistema : 



A if) = o, 



(,• = I, a, }, 4) (4) 



si trova che, a causa delle (3), esso i Jacobiano, quando sieno sod- 
disfatte identtcamente le condizioni : 



A, CA^,;) = A. Q>,J, 



(5) 



dove (r, s) 6 una qualimque delle combinazioni (i, i), (i, 2), (i, 3), 
(2, 2), (2, 3); I, / sono due numeri disuguali qualunque della serie 
I, 2, 3, 4 e le quantiti /^,,y, />^,, sono determinate dalle equazio- 
ni lineari (3) in funzione di at, , . . . x^ , :j, />, , /^, , p, , />,,, , />,., , 

Se le (5) sono identicamente soddisfatte, si concluderi che le 
(4) ammettono 9 soluzioni distinte e le (i) una soluzione comune 
contenente 9 costanti arbitrarie. 
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Quando le (5), tutte o alcune di esse, non sieno identicamente 
soddisfatte, bisognerl^ esaminare s^ sono possibili soluzioni comuni a 
quelle tra queste equazioni^ le quali non sieno identicamente soddi- 
sfatte, e alle equazioni proposte. 

Catania, 8 agosto 1893. 



G. Pennacchietti. 
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SULLE SOLUZIONI COMUNI A TRE EQUAZIONI 

A DERI V ATE PARZIALI DEL 3' ORDINE 

CON DUE VARIABILI; 



Nota dt G. PENNACCHIETTI, in Catania. 



AdauinxA del t) agotto 1S9), 



II B i a n c h i (*) espose uu metodo per riconoscere, se due equa- 
zioni a derivate parziali del 2^ ordine con due variabili indipendenti 
e colla medesima funztone incognita ammettano soluzioni comuni, 
insegnando anche a trovare queste soluzioni, quando esistano. Lo 
stesso autore osserva che il metodo del V d 1 y i (**) non 4 applicabile 
a tutti i casi e richiede un procedimento d'integrazione pii!i compli- 
cato. lo qui estendo il metodo del B i a n c h i a un sistema di tre 
equazioni del 3° ordine. Prima per6 di considerare il caso generale, 
& necessario sapere svolgere diversi casi semplici, di alcuno dei quali 
baster^ far cenno. 



(*) SuUe soluzioni comuni a due equaiicmi a derivate parziali del 2^ ordine con 
due variahiliy Note I, II, III (Atti della R. Accad. dei Lincei, Rendiconti, serie IV, 
vol. II, 2® sera. 1886). 

{••) Journal von Crellc, Band 95, p. 99. 
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I. Sia :( una funzione di due variabili indipendenti Xy y\ sieao 
pi 9> ^y s> ^ Ic derivate prime e seconde di 7^ secondo le consuete 
notazioni e poniamo inoltre : 

^~dx^' ''~dx'dy' ^~dxdy** '^~dy^' 
Sieno date due equazioni, una del 3° ordine e una del i^ : 

^(•^> yf ^> pi qy ry Sy ty p, <J, T, o) = O, q = ^ (Xy y, ^, />), (l) 

suite quali supporremo, com'6 naturale, che la prima non sia con- 
seguenza della seconda. Se ne dcdurr^, in generale: 

^ = 1',(^>>'>^'A0> ^ = 'K> P=?oi. <^ = ?,> '^ = ?.> ^=?j> 

essendo i secondi membri di quest' ultime equazioni determinate fun- 
zioni di Xy ^, ;(, py r. 

II problema si riduce a determinare :(, />, r, in modo da sod- 
disfare al seguente sistcma di equazioni a difFerenziali totall : 

d:(^=pdx + ^dyy dp=zrdx + ^,dyy dr = ^^dx + ff^dyy 

cui corrisponde il sistema di equazioni a derivate parziali, lineari e 
omogenee : 

Se questo sistema ^ Jacobiano^ cioi se la condizione : 

^(?.) = 5(9,) (2) 

e soddisfatta identicamente qualunque sieno le variabili Xy yy :(, py 
r, considerate come indipendenti, il sistema stesso ummette tre so- 
luzioni comuniy dalle quali si deduce, per eliminazione, la funzione 
incognita 7^ espressa per mezzo di -r e j' e di tre costanti arbitrarie. 
Se la (2) non h identicamente soddisfatta, qualunque sieno jc, yy ^, 
Rend, Circ» Matcin,, t. VII, parte I*.— Siampato il x6 ottobrc i8j}. 36 
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pi fy k evidente p^r6 che essa deve essere nondimeno soddisfatta, 
qualunque sicno .v, y^ quando invece di ^ vi 81 sosdtuisce una 
soluzione :((a', y) coniune alle (i). Se dunque in questo sccoikIo 
caso la (2) contiene r, essa costituisce un'equazione a derivate par- 
ziali del 2° ordine e bisogner^ esaminare, se le (i), (2) posscmo am- 
mettere una soluzione comune, il chc si potrii riconoscere applicando 
il n"* I della Nota I citata. 

2. Sieno due cquizioni del 3** ordine F = o, F, = o e una 
del 2**, che supporremo risoluta, p. es., rispetto a /, sicchi si abbia 
t=:^(xy yy ;(, />, q^ r, s). Supporremo, naturalmentc, che le equa- 
zioni del 3** ordine non sieno conseguenza della equazione del 2**. 
Dalle equazioni date si potri, in generale, dedurre : 

P = ?o(^> V, ?, A y, r, j), <x = 9,, T = (p,, u = 9,, 

essendo i secondi mcmbri determinate funzioni di x, y, j^;, />, y, r, s. 
Si former^ quindi U sistema; 

il quale 6 Jacobiano, se sono soddisfatte identicamente le condizioni : 

Si conclude facilmente che la soluzione piu generale delle equa- 
zioni date, quando esse sono compatibili, pu6 contenere tutt'al pii 
cinque costanti arbitrarie. Alio stesso risuhato si giunge, se Tequa- 
zione data si suppone risoluta rispetto ad r ovvero s. 

3. Tralasciando di svolgcre altri casi, p. es. quelli in cui delle 
equazioni date fossero due del 3° ordine e due del 2°, una del 3** 
e due del 2*", due del 3° e una del 2°^ nei quali casi si conclude- 
rebbe, pure generalmente, che la soluzione comune non puo conte- 
nere che costanti arbitrarie, passiamo al caso in cui sieno date quat- 
iro equazioni del 3^ ordine e dal quale dipende immediatamente il 
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caso di tre equazioni del 3** ordtnc. Supponendo le equazioni dale 
risolute rispetto a p, a, t, u, si abbia : 

p = ?o(^> yy ?» ^ ?> ^ ^> 0> ^=?,> -^^?,> '^=?5- 

Si avr^ il sistema di equadoni a differenziali totali : 

di=:pdx + qdy, dp = rdx + sdy, dq=:sdx -\- tdy, 
dr=:ff^dx + (f^dyy ds=zff^dx + <f^dyy d t =: ff ^d x -l- ff ^dy, 
cui corrisponde il sistema : 

Se questo sistema i Jacobiano, cioi se sono identicamente sod- 
disfatte le tre equazioni : 

le equazioni proposte ammettono una soluzione comune contenenfc 
sei costanti arbitrarie. Altrimenti si cercheri, se 6 possibile^ una so- 
luzione comune alle equazioni date e a quelle delle equazioni (i) che 
non sono identicamente soddisfatte. 

4. Sieno ora date tre equazioni del* 3'' ordine, le quali potremo 
supporre risolute rispetto a tre delle quantiti p, c, t, u, sicche si 
avrebbero quattro casi che si riducono a due, giacchi gli altri due 
se ne dedurrebbero scambiando fra loro .v e j' e conseguentemente 
le derivate parziali corrispondenti. Per6 siccome i due casi distinti 
si dovrebbero trattare in maniera analoga e condurrebbero a risultati 
analoghi, d sufficiente femiarsi sopra un solo caso. Sieno adunque 
date le cspressioni : 

^ — ?.(^> yy Ky Py ?> ^ ^> ^ p)> '^ = %y « = ?3- * (0 

Derivando la prima rispetto ad x; la prima rispetto ad j e la 
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second a rispctto ad .y cd cguagliando i due risultati; la seconda ri- 
spetto ad y e la tcr/a rispetto ad x e paragonando pure i due risul- 
tati; ponendo inoltre : 



SI ottiene : 






K?.) 



8p i^-v 



_dp 



dp dy' 



»w-f^|i 



^w + |f--|^ 



w 



Affinch^ tra queste tre equazioni , che sono lineari rispetto a 

-r^ , 5-^ , non vi sia incompatibiliti, e necessario che esse si ridu- 
ox oy 

cano a due distinte o ad una sola> sicch^ si devono distinguere due 
casi. Perchi si verifichi il primo caso, t necessario e sufficiente che 
si abbia: 



ap' 



I, 



H?.) 



^' ap' ^^''' 

l£i iii ^r® 'i 
dp ' dp ' ^^'^ 



— (*(?.) 



— {*(?.) 



= o. 



(3) 



Se quest'equazione non h identicamente soddisfatta qualunque 
sieno Xy y^ ;(, py y, r, j, / e contiene p. es. p, bisogna verificare, 
secondo il n"* precedente , se le (i), (3) ammettono una soluzio&e 
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comune. Supposta la (3) identicamente soddisfatta> risolvendo p. cs. 
le prime due delle (2), si ha : 



dx 



75"' dy~ D ' 



essendo : 



D = 



^9. 
dp 

dp ' dp 



D.= 



A = 



^(?.). 






dp 



K?0-('(?.), ^ 



Si consideri il sistema : 
d:i—pdx + qdy, ^p = rdx ■{- sdy. dq = sdx + tdy, 
dr = pdx + <f,dy, dsz=(f,dx + <f,dy, dtz=(f^dx + <fjdy, 

■ df = -^dx+^dy. 



e il corrispondente : 



D,df_ 



Aa/_ 



A(f) = Hf) + ^f- = o, B(f) = i.(f) + ^^ = 



? 



Si veriHca facilmente che, avendo supposta la (3) identicamente 
soddisfatta come si h detto , la condizione nccessaria e sufficientc, 
aifinchi questo sistema sia Jacobiano^ & che sia identicamente : 



^m='>m- 



(4) 
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Quando la (4) h identicamente soddisfatta qualunque sieno x, 
.y> K.y pi 9y ^y ^> ^ P> ^^ equazioni proposte ammettono una sduzione 
coniune contenente sette costanti arbitrarie ; altrimenti la (4) costi- 
tuisce un'equazione, con la quale le (i)>^e sono compatibili, devono 
ammettere una soluzione comune. 

Supponiamo in ultimo che le tre equazioni (2), considerate come 

lineari rispetto a -J- , ^ , si riducano aJ una sola, e che le quattro 

equazioni che devono essere veriBcate, affinchi ci6 avvenga, siano 
identicamente soddisfatte, qualunque sieno le variabili x, ^, :(, p, y, 
f , s, /, p, considerate come indipendenti. Non essendo allora possi- 

bile dedume valori determinati per 3^ > j^ > ^^ meiodo precedente 

cade in difetto , ma esso pu6 essere modificnto nella seguente ma- 
niera. Determiniamo in questo caso una funzione ^oC-*? yy Ky py 9y 
f, Sy t) rale che Tequazione : 

P = ?o(^> yy Ky py ?> ^ S, t) (5) 

sia compatibile coUe (i). Secondo il n** precedente si avranno le se- 
guenti equazioni a derivate parziali di i'' ordine per determinare la 
funzione incognita p: 



M?,) + ^' Mp) = (* (?0 + ^>(p). 



(6) 



Queste equazioni sono identiche alle (2) che servivano a deter- 

minare -^r-r > ^ .. ^ , sicchi nel caso presente saranno fra loro equi- 
dx^ ax^ ay 

valenti, come sono equivalenti .fra loro le (2). Se la (5) i integrale 

di una delle (6), quest'integrale conterri una funzione arbitraria, le 



SULLE SOLUZIONI COMUNI A TRE EQ.UAZIONI, ETC. 



287 



(i), (5) saranno compatibili, la loro soluzione comune si troveri me- 
diante il n^ precedente e conterri anch'essa una funzione arbitraria. 
Dunque in quest' ultimo caso It cqua:(ioni proposte (i) ammettono una 
soluT^iont comune, contenente una funT^ione arbitraria, 

Caunia, 23 kiglio 1893. 



G. Pennacchietti. 
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K 



tiF 



I 

■•i 
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ALCUNE CONSIDERAZIONI RELATIVE 



ALL'EQUAZIONE DIFFERENZIALE : ^ -i- ^ -l ^ 



^ ALL'b(^UAZlUNk UlthERENZIALE : ^ + ^ + V- = 

K'. ox ay a^ 



Nota di e. MORERA, in Genova. 



AdunAnu del 13 igosto 189), 



I Nell a fisica matematica occorre (requentemente di consid< 

[, nna terna di funzioni u, Vy Wy delle tre variabili x, y^ 7^^ sod( 

cent! aU'cquazione difFerenziale : 



du . dv . dw 

Dalla propriety foodamentalc di questa equazione si dedu 
talune rappresentazioni di una tema di funzioni arbitrarie, le < 
pure trovano appllcazioni numerose a questioni di meccanica e 
matematica. 

La propriety fondamentale in discorso h stata resa notissima 
celebre teoria dell' ultimo moltiplicatore di Jacobi (*). Invei 



(*) Theoria novi multiplicatoris systemati aquoHonum difir$tUialimm 1 
rium appUcandi (Gcs. Werkc, Bd. Ill, p. 346), 
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Uy V, w sono tre funzioni soddisfacenti all'equazione anzidetta , il 
sistema di equazioni differenziali : 

dx dy d;f 

u V "oT ' 

• 

ammette come un moltiplicatore Tuniti, e per conseguenza si pos- 
sono sempre trovare due integral! 9 e ^ delio stesso sistema, per i 
quali si ha : 

a(y, ^) a(y, ^) a(y, ^/) , 

"dGTO' 'diK>^)' d{^>y)' 

sicchi posto : 
risulta : 

^_iR_iQ _5LP_M —iM^iL 

dy d:c^ ^? ^^ ' ^x dy ' 

Ma a questo risultato, che i appunto quello che trova le appli- 
cazioni cui ho alluso> si pu6 giungere impiediatamente senza ricor- 
rere alia teoria del moltiplicatore. 

Infatti y designando con r una funzione arbitraria , qualunque 
sieno u, v, Wy si pu6 sempre porre : 

du dv 

e allora dall'equazione (i) segue : 

dw 

quindi sar^ : 

dove p^y p^i y, , q^i f , , f , sono funzioni soddisfacenti alle equa- 
zioni ; 



Rend. Circ, MuUm,, t. Vil, parte i*.— Stanipaio il 18 diccmbrc 1893. 37 
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JJ-'^-dy' ^-^-^"Jt' 9y'^^'"ft' 

OrbeDe queste equaziotti ci dicooo appunto che si possono sem 
pre trovare tre funzioni P, Q_, R tali che si abbia : 

e per conseguenza che si pu6 sempre poire : 

dR dQ dP dR dQ dP ,, 

d^ d:?: d:?: dx dx dy ^ ^ 

dove una delle tre funzioni P, j2' ^ ^ arbitraria. 

Date ad arbitrio tre funzioni u, v^ tv soddisiacenti all'equa- 
zione (1) si pu6) in infiniti modi differentia determinare un sistema 
di funzioni Py Qy Ry tale che abbiano luogo le espressioni (2). Sc 
(P, j2, R)y (P', Q\ R') sono due differenti sistemi cosifatti, posto : 

P^=zP+Py e'-j2 + ?, R^^R + fy 

dalle (2) si ha : 

dr 5£. dp dr dq dp ^ 

dy'^dK.^ (5^ dx' dx 53' 

e per6 p, q, r sono le derivaie parziali di una stessa funzione f . 
Dunque trovato un particolare oistema di funzioni (P^ , Qo > ^f P^* 
il quale le (2) sono verificate, ogni altro & somministrato dalle ibr- 
mule : 
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_P Mil 



P=Po + 



Q=a,+ 



dx 



= *o + |f 



(?') 



dove 9 indica una funzione arbitraria. 

Di qui segue che le tre tunzioni P, Q^ R si possono sempre 
ritenere determinate in guisa che sia soddisfatta I'equazione ; 






(3) 



Invero , basta nell« (2') Qteoere «sstttit» per <f una soluzione 
qualsiasi deU'equazione differeoziale : 



^,? = — ( 



ap„ , dd , BR, 



+ 



dy 






Riassumendo coacludtamo ; Eisenda date tre qtultiati fmmifffii 
I, V, vf soddisfacenti aJl'f^pia^iofU : 



du , dv , dw 

d7+d7 + aT=° 



(0 



e sempre possibile, in infiniti modi, trovart tre funs^ioni P, Q, R, in 
guisa che si abbia identicamenle : 



dR dQ dP 9R 



= iQ-iL 

dx dy 



. . (2) 



Inoltrt, St si vuole, qiutkt jtmTffoni ti posumo delerminare in guisa 
che sia soddisfatta- la relatione : 






0) 



Quando ci6 avvenga, appticandp alle tfiiozioni P, Q^ R la prima 
parte del teorema, si potri porre: 



292 



G. MO R ERA. 









dF 

dy 



AUora posto : 






sostituendo nelle (2) si ha ovviamente : 

dK^ Ai? diC' .^ 3a^ au 



(4) 



(5) 



Sieno date tre funzioni interamente arbitrarie : u, v, Wj e si 
trovi una scduzione qualunque S dell'equazione differenziale : 

. c du . dv . dw 
^ ax ' dy di 

AUora la (i) risulta soddisfatta se in essa invece di u^ v, w 

si pongono rispettivamente : u — -3— , v — •^— , w — -^ e pert 

applicando il nostro teorema concludiamo la proposizione seguente. 
Date ad arbitrio tre fun^^iani a, V, «;, queste si possono sempre 
porre sotto la forma : 



dx '^ dy d? 
dy d;( dx 



dS , dQ dP 



(6) 



</ove a piacimento e lecito riUnere cbt P, Q, R soddisfacciano, o nm, 
alia condis^ione : 



iP,dQdR__ 
dx '!' dy ^ d^~°- 



(i) 
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Ritenuta soddisfatta quest' ultima condizioue, operando la trasfor-r 
mazione (4) e ponendo K = K' -]- S si trova : 






(7) 



Orbene, per soddisfare a queste equazioni possiamo assumere K 
ad arbitrio e determinare F, G, H come soluzioni delle equazioni 
stesse : allora dalle (4) abbiamo immediatamente Py Q^ R q per S 
abbiamo : 

II metodo di determinazione delle funzioni P, Q, R, S, che com- 
paiono nelle (6), quale risulta dalle precedenti considerazioni, si pu6 
svolgere agevolmente facendo capo alia teoria dei potenziali newto- 
niani, come in seguito brevemente si far4 cenno. 

Osserviamo che dalle (6), ritenuta soddisfatta la (5), segue: 

dy d:(^~dx\dx'^ dy '^ d:c) * '' 

du dw . ^ 

•^— — = — Ai? 
dx dy * ' 

Da queste equazioni apparisce che^ se u, Vy w sono le derivate 
parziali di una stessa funzione, P, j2> ^ soddisfanno aU'equazione 
di Laplace e reciprocamente. 

Questa osservazione ci mostra che trovata una particolare solu- 
zione delle (7), per esempio quella che si ottiene prendendo per P, 
G, H tre funzioni potenziali di spazio, e determinate in corrispon- 
denza le funzioni P, Q, R^ Ic quali insieme ad una appropriata fun- 
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EioQC S veriticano le (6) e U (j); ogni altra anaioga (ietcrminazioi 
delle funzioni stesse si ottlene aggiungeodo alle funzioni partlcoli 
trovate tre funzioni P, q, r, soddisfacenti ali'ct^uazione di Laplat 
e all'equazioae : 



l-M^+li=»- "^ 



Se nello spazio s, Irmitato dalla supcrficie «, le fiumani da 
«, V, VI sono monodrome, continue e finite colle loro derince pria 
e si assume per K una funzlone qualunque , avmte qnivi le Men 
proprieti, indicando con a, b, c le coordinate deU'elementodivolaa 
ds e con/ la funzione /(a, b, c), alle (7} si soddisfe ptmendo: 

-^/("-^^)^ 

dove : 

r = l/(,-a)- + (y-i)"+(<-«)'. 
Di qui segue : 

— IT J. ' f/iu' 5»' iio'Wl 
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I r u' COS (n.x) + v' COS (n.y) + «/' cos («.;j) , 
4«J . f 



\t:J dn 



dove n indica la nonnale interna alio spazio s. 
Sostituendo nella (8) avremo : 



-rJ( 



da'^ db^ dc) r 



+ 




d-i- 
an 



u' cos (n.jc) + v' cos {n.y) + «;' cos {n.^O 



G)sl pure abbiamo : 



p= — — — 



=-T=/l( 



4^^ J \ di dc) r 



TS)'^ 



is 



+* 



ecc. -ecc. 



f - 



t/^ 



J<T. 



Ponendo in queste formule JRTrro, se ne deducono quelle date 
dal sig. Carlo Neumann nel cap. 8, § 8 (p. 231 e seg.) de' suoi : 
« Beitrdge :(U ein:(elnen Theilen der math. Physik » . 



Ameno (prov. di Novara)> i agosto 1893. 



G. MORERA, 
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LE TRASFORMA2IOKI RAZIONAU DELLO SPAZIO 

INERENTI AD UNA CONICA. 
Kota di Mario Pieri, in Torino. 



Saraimo oggetto di questa nota la generadone e 1 caratteri pro- 
jettivi deWe piit general! fra le trasfonnaztoni Cremontane deljospazio, 
involutorie e non involutorie, per cui la retta congiungente due punti 
omcloglii tagli sempre una conica data e non contenga, id generale, 
altre coppie di punti omologlii. Benchi la totaliti' di queste rene sia 
un caso panicolare del compUsso tetratdraU, le due trasfonauiooi piA 
general! di cui si tratta non son comprese fra quelle che individuaoo 
complessi tetraedrali non degeneri; anzi sono d'ordine piil grande e 
di tuct'altri caratten : nel modo stesso che le trasformaziooi pi6 gene- 
rali inerenti al complesso tetraedrale non hanno riscontro fra quelle 
die appartengoDO ad altri complessi quadradci meno paiticolari> p. es. 
ai complessi aventi per superlicie singotare la supertide rtxnana dt 
Steiner o la rigata biquadratica non specializzate (•). 



(*) Delle trasformaxioni birJzionali iDcwnti alle tre specie di compleui qoa- 
draiici oti nomimtc traiu ampiamcnte una metnoria del sig. D. Monteitno 
B SulU trasforiaaiioni uHivocbe dtllo tpmio ehi dttermiaano eomfUssi quadrMlieidi 
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Un fatto analogo fu gii da me rilevato a proposito delle trasfor- 
mazioni birazionali inerenti al complesso lineare speciale (*). 

Indicheremo appresso con p* la conica data, supposta non dege- 
nere, e con t: il suo piano; con V il complesso delle rette appoggiate 
alia medesima, con I o T rispettivamente la pin generate possibile 
delle trasformazioni involutorie e non involutorie che hanno le coppie 
di punti omologhi biunivocamente distribuite sui raggi di T; e irifine 
con 2 e 2' i due spazi sovrapposti e riferiti fra loro per mezzo di 
quella. — £ chiaro, che la trasformazione T fa corrispondere univo- 
camente e prospettivamente i raggi di r ai punti di 2 o 2' e vice- 
versa : cost che lo studio di essa si confonde in gran parte con quello 
di una rappresentaiione prospettiva dei raggi di F sullo spazio ordi- 
nario, anzi della pii!i generale possibile. 

I. II complesso F contiene oo^ congruenze y, del i** ordine e 
2* classe, ognuna delle quali consta di rette appoggiate simultanea- 
mente ad uno stesso raggio t di F e alia conica p. Di si fatte con- 
gruenze, due qualunque hanno a comune una schiera rigata di F, e 
tre qualunque (in generale) un sol raggio di F : ed i chiaro che le 
coppie di punti omologhi in T, che stanno sui raggi d'una tal con^ 
gruen:(a y generano due superficie del quarto ordine x> x' ^^^ P^^^ 
sano entrambe sempliccmente per la direttrice c di y e contengono 
la conica />* come doppia. — Al variare di y, ciascuna delle due su- 
perScie x* e x'* dcscrive un sistema triplo omaloidico ; perchi tre 
raggi qualunque di F si appoggiano generalmente ad un sol raggio . 
di F. — Le due superficie x ^ X' i^^rcnti alia congruenza y sono ta- 
gliate.da o^\ schiera rigata p* di questa secondo due cubiche 
sghembe r, /', descritte dai punti omologhi di 2 e 2' che stanno 
su p : ciascuna di esse incontra due volte t: e tre volte />*. 



rette » pubblicata ne! Rendiconti del R. Istitato Lombardo (Maggio 1892); nella 
quale h aache dimostrato , che i soli cotnplessi quadratki atti a sostenere una 
trasformazione birazionale sono quelli contenenti una Stella di raggi o congruenie 
lineari. Ma non pu6 dirsi che Pargomento delle trasformazioni birazionali inerenti 
a complessi quadratic! sia complutamente esaurito da questo importante lavoro. 
(•) la questi Rendiconti, t. VI, p. 234. 
Rend. Ore. Malem., t. VII, parte i*.— Stanipato 11 20 dicembrc 1895. }8 
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Se la retta c descrive una schiera p' di T, la superfide j^ g 
ncra un fascio (;i^); e similmeme la superfide j^: U base di un t 
fascio si comporr^ d^-Ua p* contaia quattro volte, della r^, e d! w 
quintica eUittica 0' cotnune a little quante le suptrjicie x*> quindi fbi 
damcntate in T, la quale laglicr.'i in cinque punti entrombe le Iidi 
P^ ed r' : una curva atialoga 0"' fondamentalc in t~* ha luogo nd 
spazio V. I due fasci (/_) e (//) sono rifvriti univocamsote fra Ion 
e I'intersezione vartabile di due superlicie omologhc, spogliata di ui 
generatrice c di p, i un luogo -di punt! uniti per T; (mde la trasf» 
ma^iont T ammetu una sup'erficic punteggiata tmita a del lesto 9 
dint, cht passa per entrambt le Una oS 0'^ e contient la p* come tripli 

2. Se L i un punto qualunque di p*, la sezione del {nano Z 
suUe due superficie jf* e x'* inerenti a c si componi, tolta via qu 
sta retta, di due curve descritte dai punti omolc^hi di £ e X', cl 
appartengono at raggi del fascio Lc. Penanto le coppie di pumti to 
rispondenti in T, cbe stanno sui raggi d'una Stella L di r generm 
due superficie cubiche "k t V avenii un punto doppio in L, passa» 
per p* e rispettivamente per le due linu 0'.. 0'^. Al variare del pani 
L, tc superficie X^, X'' dcscrivono due fasci (>) e (X'); e per6 le si 
perficie X' dovranno mutuamcntc toccarsi tungo tutta la conica p 
luogo del puQto doppio L : cosi che, dalle due Itnce ^ e tf in Bioi 
esse lion potranno avcre altri punti a comune. 

Medianto i due fasci (X) e'(X'), univocamente riferiti aUa ptn 
toggiata* di 2" ordiae (Z.), h individuata la trasforauzione T. D'ak 
parte una quintica elHttica ed una conica con cinque punti a comui 
individuano sempre un fascio di superficie cubiche passand per esi 
e ciascuna avente un punto doppio variabile lutigo la conica (^y, p 

(*) Invero, itclla projeiioae stereognfica di una qualunque juperficieX* 1 
suo p-jnto dnppio L (rappreseniRto nella conica i-\in^ Ognl curvi 0T avri ] 
imagine una Ojiiiji^i^i. Ota il luogo riaultante dalle linee L* . Of e ( P* )* , do 
P b uni rcita qualsivoglU uscente dal punto 6, rappresenta I'lnterseiione tot 
di qiic!la snperricie :oa un altra superlicie cubica pusaote per i>i , e di pib ti 
gcntc U prima lungo tutta ana conica p*, la quale pasu per L e it appog| 
cinque vo'ic ad 0^ . — Cfr. una mia nota ■ Sui sisUmi lintart it wumoiif ■ i 
GiomaV Ji Matcmilicbc, v. XXXI 
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la qual cosa i chiaro che la trasforma:(tone biraT^ionale T tnerente ad 
una conica p^ h pienamente dtterminala per me:(^o di dm quintiche ellit- 
tiche o^y o'^y ognuna delh quali incontri cinqtu volte la conica. — I due 
fasci (X) e (V) determinati da queste linee , come pure i due fasci 
(x) ^ (xO determinati dalle medesime e da una schiera rigata di r 
(n° i) porgono due modi assai semplici per costruire la trasforma- 
zione T. 

• 

3. La superficie, che in forza di Txorrisponde a un piano qua- 
lunque di 2 incontra questo piano in due. cubiche annesse alle rette 
di r giacenti sul medesimo (n"* 2) e nella traccia di esso piano suUa 
superficie unita c^. Pertanto la 1 e la sua inversa sono cntrambc del 
12° ordtne, e per esse la p^ e fondatn/ntale sestupla; mentre la o^ 
h fondamentale i rip la in T e cost la o"" in T""'. 

Ogni corda di o^ la quale si appoggi in un punto L a />*, gia- 
cendo per intero suUa superficie cubica X inerente alia stdla L, dovri 
corrispondere per intero alia sua traccia suUa superficie V che corri- 
sponde a X. II luogo di questo punto i una curva del 15° ordine e 
genere i; perciocchi la rigata S*® luogo di essa corda contiene la />* 
come quintupla e la 0^ come tripla, ni pu6 avero altre linee nodali, 
Dunque sulla rigata S'*° (p 8*°), generata dalle corde di 0' {p di 6) che 
incontrano p, sta come linen direttrice una curva ellittica d^^(o d'^^) fon- 
damentale semplice in T (^'T"'), a ciascun punto della quale cor- 
rispondono tutti i punti della generatrice che passa per esso. -^ La ri- 
gata 8' i tagliata dalla superficie doppia o^, fuori di^ ed 0', secondo 
la curva d, la quale si appoggia quindici volte a ^ e venticinque volte 
ad (7. Ni vi sono altre linee fondamentali in T, dalle py e d in 
fuori. 

4. II fascio (X), o (y)y i tagliato dal piano 7: della conica p 
secondo un fascio di raggi, il cui ceniro P, o P', i un punto di que- 
sta conica, nel quale il piano stesso i toccato da tutte le superficie 
del fascio. II cono che oscula nel punto doppio L una superficie V 
sega la superficie X'^ inerente al medesimo punto secondo una sestica, 
la quale ha un punto quadruplo in Ly passa- per P> taglia ancora una 
volta p* e si appo^ia dieci volte ad o\ Al variare di £, quel cono 
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osculatore descrive un sistema d'indice 3 (perchi il luogo d'un punto 
A di 2, tale che la retta A A' passi per un punto dato, si appo^a 
tre volte a />*) riferito univocamente al fascio (X'); pertanto alia arnica 
fondamentale p di 2 corrisponde in 2' una supcrficie dell' 11^ ordine, cbe 
passa con cinque falde per p (tre dclle quali tangenti rispeitivamente 
Ic tre falde di o^ lungo tutta la conica)> con tre falde per 0' t cam 
una sola falda per d\ 

La cubica r' (n** i), chc giace sul cono projettante la conica p 
da un punto qualunque di v, descrive, al variare di questo punto, 
una superficie contenente la p^ come decupla, ecc; quindi alia curva 
fondamentale o^ di 2 corrisponde in 2' una superficie del 20° ordine 
passant e died volte per />*, cinque volte per o'S due volte per d\ 
e una volta per o^ 

Detta m una retta arbitraria di 2 ed Af la sua traccia sul piano 
w, e supposto che un punto A di /// vada accostandosi indefinita- 
mente ad Af; la retta AA\ che unisce quel punto col suo corrispon- 
dente in 2', tenderi verso la posizione MP, e il punto A' verso la 
posizione P, per modo che il punto infinitamcnte vicino ad M avri 
per omologo un punto infinitamcnte vicino a P sul piano che tocca 
in P le superficie W Ne seguita che 1 punti P e P' corrispondano, 
per le trasformaT^ioni T~' e T rispettivamente , a tutto il piano w; in 
modo che la linea corrispondente ad una retta qualunque di 2 (0 2^) 
passa per P (0 P') toccando in questo punto il piano langcnte comune 
a tutte le superficie X' {p X) : il quale e anche toccato (con una falda) 
dalle superficie che corrispondono ai piani. 

5. Ci6 che segue & per la trasformazione involutoria I. In que- 
sto caso h chiaro che It 00* coppie di punti conjugati che stanno sui 
raggi d'una data congruevT^a y (n° i) gcncrano una superficie y^ del 
sesto ordine passante per la direttrice c di y e contenente la p^ cotne 
tripla; che i punti conjugati giacenti sui raggi d'un fliscio Lt di F 
generano una quintica dotata di un punto triplo in L e di un punto 
doppio nell'altra traccia del piano Lc s\x p\ c che il luogo delle cop- 
pie di I appartenenti ai raggi d'una stella qualunque L di T i una 
superficie X del quinto ordine con un punto triplo in L e una 
conica doppia in />, superficie che genera un fascio (X) al variare 
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di' L : co.si che V involuT^iont I e sempre generabile viediante un fascto 
di suptrficie autoconjugate V, ognuna delU qiiali ahbia un punto tripio 
variabile lungo la conica p, t (di conseguettT^a) passi due volte per que- 
sta lima toccando le due falde di ogrti altra suptrficie del fascio lungo 
tutta la medesima. Oltre /?*, le superficie X avranno a comune una 
curva 0, del 13° ordine e genere 14, appoggiata tredici volte a/>. 
Tutte le superficie 3^^ passano per la curva 0^^ : due qualunque 
di esse si tagUano ulteriormente nella />*, e in una q u i n t i c a r^ di 
genere 2, luogo dei punti conjugati posti sui raggi d'una schiera p* 
di T; la quale sega cinque e tredici volte le curve />* ed (?''. 
Le 00' superficie 3^^ formano «« sistema lineare (n° i) t tre qualun- 
que di esse si tagliano gerieralmente in due soli punti variabili, co- 
njugati in I; per la qual cosa VinvoluT^ione I si pub sempre ottenere come 
trasforma:^ione congiunta di una certa corrisponden^a doppia 
del sesto ordine e genere 2, nascent e dal riferire omograficamente i 
piani d'uno spaT^io 2, (spa^io doppio) alle 00' superficie ji^ dello 
spa^io 2 di I (jpa:(io semplice) (*). £ chiaro, che la curva 0^^ non 
potri stare in una superficie del 4" ordine ciontenente la p^ come 
doppia, ni (quindi) sopra una superficie cubica o quadrica passante 
per p*: ch6, se ci6 fosse, una tal superficie si dovrebbe necessaria- 
mente staccare da tutte le superficie x^- 

6. Alia domanda, se per qualunque curva 0^^ di genere 14 ap- 
poggiata tredici volte a/)*, ma* non situata in una superficie del 4** or- 
dine contenente la p^ come doppia, sia sempre individuato un sistema 
lineare tripio di superficie y^ e per conseguenza una trasformazione I, 
si risponde affermativamente, in virtu dell'osservazione che segue. 

Le superficie del sest'ordine obbligate soltanto a contenere la 
conica />' come tripla sono 00*', e segano la data curva 0^^ secondo 
un'involuzione razionale d' ordine 39 e di una certa dimensione x. £ 
chiaro che il numero x farebbe immediatamente conoscere la postt^ 
la:(ione di 0'' rispetto alle dette superficie; perchi una qualunque di 
esse, ove sia costretta a passare per ^ + i punti generici di questa 



(•) Vedi De Paolis «L« trasformaiioni doppie dello spa:^ior» nelle Memo- 

• 

ric della R. Accademia dei Lincei, I^ (i^^S)* 
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curva, la conterri per intero. Ora la detta serie Hneare ^^ ft per 
una serie non speciale, dal memento che Tordine sue 39 ft supc 
?1 doppio del genere di 0**; quindi i sicuramente 39 — Xr^ 14, 
x==2) (*). Pertanto le superiicie del sest'ordine passanti per 1 
contenenti la p^ come tripla formeranno un sistema lineare 
dimensione ^^3. D'altra parte uri piano diverso da ic non 
le ipotesi fatte intorno la o'\ staccarsi da alcuna superficie At 
sterna; di guisa che un tal piano sard segato in un sistema liu 
[J!;^] di curve del sest'ordine avente la stessa dimensione y di 
Ni puo avvenire che i passaggi per le curve ^% o'^ tacciano ac 
stare una linoa doppia alle superiicie y^ (la quale non potrebb'ei 
se mai, che una retta doppia comune a tutte quante); perciocdi 
tale ipotesi Ic curve del sistema [k^] si taglierebbero in un sol pi 
variabile. 

Ora poniamo pure che le superiicie di [jr*] abbiano tutte a con: 
un'altra linea d'ordine \ {o ^ \^^ >)• La serij lineare , d'ori 
5 — :^ Q dimensione y — i ^^ 2, staccata suUa curva generica 
sistema \k^] dalle altre curve di questo, sard necessariamente spec 
dal momento che y—ih maggiore di 5 — :?: — 4 (**); e pet6 ( 
dovri esser tagliata sulla curva stessa da coniche passanti per i 
punti tripli c per altri ;( + i punti semplici [in modo cioft , che 

sulti 2.6 — 2.3 — (? + 0=5 — ^]'» ^"^^ ^* ^^^, dimensione 

\ non maggiorc di 5 — (\ 4- 3). Si conclude essere : 

I 

} 2 — l^y — I ^2, 

. j e p. c. ;j = o, V =r V, dunque il sistema lineare [y^] h tripiam< 

; \ infinito, c non possiede clcmenti base, dalle linee p, in fuori (* 



(•) V. Brill e N ft t h c r, MAthcm. Annalen, VII, pag. 278. 

(••) V. Brill e N 6 t h c r, loc. cit. 

(***) Og.in vjdo che la .iicdjsinu argomcntazionc serve del pari ad e 
djre Tjiistoiua di punti sticcati co'iiuni a tutte !c superficie di [ X* ]• — Alia 
c-usione v = 3> osr.iii x = 25, .i puo anche giungcr, del rcsto, per una vis 
dirett.1 e piu brcvc, che mi fu gontilnunte indicata dal prof. G. Caste Inuc 
Ferme stanti le ipotesi fatte intorno la u'^ le quadriche passanti per p* la s^ 
in una nerie g^ , la cui serie doppia 6 tagliata dalle 00'' superficie del quai 

dine passanti doppiamente per /»* , quindi k una g^jL e prccisamente laseiiei 
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Due superficie qualunque di [x^] si tagliano, fuori delle linee />*, 
o^^y lungo una quintica r^ di genere 2 (come agevolmente si vede), 
le trisecanti della quale generano una rigata quadrica 0* passante 
per />* : onde ogni superficie del sistema dovri contenere una retta 
di r. Tutte le superficie di [x^J non contenenti r^, la segano in cop- 
pie di punti conjugati dell'unica involuzione razionale gl esistente 
sovr'essa; involuzione staccata , com'i noto , dalle generatrici della 
schiera associata a p* : per la qual cosa tre superficie del sistema hanno 
generalmente a comune due soli punti variabili, che stanno entrambi 
sopra un medesimo raggio di F. Infine, presi a piacere sopra un rag- 
gio qualunque fl di F, non situato in w, due punti che non siano 
comuni ad oo* superficie del sistema , il fascio da essi determinato 
in [x^] avri per base una r^ passante per essi e per un terzo punto 
della a; e per6 questa retta apparterri tutta quanta a una determi- 
nata superficie del fascio. E con cuesto h certificata I'asserzione, da 
cui move il presente n°. 

7. Le corde triple di 0'^ formano una rigata del 286° grado (*), 
per cui la curva stessa 6 direttrice 4i-pla : onde vi saranno 39 corde 
triple di o'^ appoggiate a />* fuori dei punti po; e ognuna di esse gia- 

nica di o'^: tnentre la g* , tagliata dalle superficie x^, fe la serie tripla della g^ , 

Ora, poichfe la f * fe completa (come si rileva dal fatto, che una g^ non pub appar- 

tenere ad una curva di genere >i2) 13 — 4 = 9 punti del suo gruppo generico G,j 
risultano certo indipendenti per la serie f*| (teorema cH R ie m an n-Roc h); e 

d'altra parte 4 punti coniunque scelti in Gi^ risultano al certo indipendenti per 
la serie g^ , Dunque (Castelnuovo «r Sui muUipli d*una serie linear e, etc. » 

in questi Rendiconti, t, VII, pag. 94) per la serie somma : 

a* = a»3 4. ^ 

risultano certo indipendenti 9 -j- 4 — i = 12 punti comunque scelti in (7,3. Ne 
viene che (7,3 impone almeno 12 condizioni ad un gruppo di g' che dcbba con- 

tenerlo; e quindi che la g^^, serie residua di G^^ rispetto a ^* , ha una dimen- 

sione non maggiorc di x — 12. Dunque x =2: 25; e p. c. x = 25, in virtti dell'al- 
tra relazione x ^ 25 superionnente notata. 

• (•) Vedi Zeuthen « Sur les singularity ordiuaires d'une caurbe gauche 
algibrique, n? 5, ncgli Anaali di Matcmatica, III, (1870). 
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ceri per intero sopra ogni superficie jr^ die ne contenga un sol punto. 
In altri termini esistono 39 rette h^^^y /;^,^, ... h^^^y fondameniali sem^ 
plici e par aj site per I. 

II fascio (X) (n° 5) i tagliato dal piano w secondo un fascio di 
raggi, il cui centre i un punto P Ji />*, nel quale tutte le superficie 
V toccano il piano tz (c un ccrto piano ^ diverse da 17). Tutto il 
piano iz i coningato al punto P; e psro questo piano dovri staccarsi 
due volte dalla Jacobiana delle superficie y^ (*). Pertanto (**) il luogo 
dei punti doppi di I c una superficie <r del 18° ordint passanU nov $ 
volte per />*, tre volte per 0*' e una volta per It rette b. La prima 
polare di un punto L di />* rispetto alia superficie. a^ inerente al me- 
desimo taglia questa superficie nella conica p*, nella retta LP, ein 
una curva del 15° ordine con un punto 9-plo in L, la quale al va- 
riare di L descrive appunto la superficie doppia a'*. 

Se sono L^'\ L^^^ Ic tracce d'un piano arbitrario sulla conica 
/>', il luogo dei punti conjugati esistenti in questo piano si spezzeri^ 
nelle due quintiche da csso tagliate suUe superficie X^'\ X^*) e nella 
traccia del mcdesimo sopra la superficie doppia. Pertanto la trasfor- 
ma:(ione I e del 28° ordine, e le superficie che fa corrispondere ai piani 
passano quattordici volte per p^, cinque volte per o^^, e una volta 
per le rette /;. Ni la I possiedc altrc linee fondamentali. 

8. Una superficie V e scgata dal cono tangente in L secondo 
lii retta LP eJ una curva raziohale del 14° ordine, che passa per 
P toccanJo ivi il piano *i^ eJ ha un punto ii-plo in L, Di questi 
undici rami, due toccano in L h\ conica p' svolgendosi poi , nelle 
vicinanze di L, sovra i due piani ivi tangenti le superficie X^; gli altri 
nove sono toccati in L dalle nove falde di <x*^ (n° 7) : di pii la stessa 
curva si appoggia 39 volte ad 0''. Al variare di L quel cono oscu- 
latore descrive un sistema d'indice j; laonde alia conica p^ h conju^- 
gata una superficie \V del 27"* ordine, che passa con tr edict falde per 
/)*— nove delle quali tangenti alle nove falde di <?. e le r.ltre quattro 
alle due falde di ogni superficie V lungo tutta questa conica — con 



(•) De Paolis, loc. cit. S V. 
(••) D c P a o 1 i s, loc. cit. $ V. 
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cinque falde per s'', e contiene le rttte h. U piano tc tagUa II' in ^* 
e Delia retta tangente questa conica in P. 

Un punto qualunque di o'' 4 conjugato ad una qmntica, che ha 
un punto triple in esso (coi rami ivi tangenti le tre filde di i), si 
appoggia altrove undid volte ad o'\ e cinque volte a ^'. Si riscontra 
agevoimente che il luogo d'una lil cnrvn, cio^ la superjicie Q' conft4~ 
gata di o, i del 78° ordine, con it linee c p rispetlivamente multiple 
saondo 14 e J9 c U h per reite triple — e die tre delle sue falde 
per toccano le tre falde di a'' lungo turta la linca. 

9. Come si 6 fano al n' 6, per egual modo si dimostra, che le 
superficie del quint'ordine jj' passanti doppiamente per />' c sempU- 
cemente per 0" fomiano un sistema lineare «'. In altri termini tsiste 
una reie [y^\ di superficie del quint'ordine , atUoconjugatt in I, 
ognuna dcUc (juali , presa insitme col piano tt, appartiene al sistema 
triplo [jr*]. A questa rete appartiene il fascio ().>): onde I'intersezione 
variabiie di due superficie qualunque della rete sar^ una quartica 
plana r*, la quale passer'a per P loccando il piano i/, c avri ua nodo 
in un punto L variabiie sopra p'; cio6 sarA segata sopra una certa 
superficie V da un piano contenente la retta LP di questa : qulndi 
anche le superficie ;^' avranno uel punto P una falda che tocca il 
piano 4"- Si deduce che gli ca' punti del piano 7: (rt" -j) sotio conj'ugati 
agli 00' punti infinilamenle virini a P sulk 00' curve r'\ e che, per con- 
segue»:(a, il piano '\ i toccata nd punto P sia dalle curve conjugate alle 
rette, sia {con una falda) dalle superficie cbt corrtspondono at ptani (a' 7). 

10. Voglions: anche rilevare i seguenti caratteri della trasforma- 
^ione doppia inerente alia conica p (n° 5). Nello spazio —^ compari- . 
scono un punto fondamentale P^ di i" classe — a! quale corrisponde 
in £ il punto P e il piano it, in modo che i piani e Ic rette per P^ 
dinno rispeltivamente le superficie /'' e le curve r' (n" 9) — c 39 punti 
fonJamentaU di 2" classe i/^'', Hy\ . . . Hj"\ cornspondenti alle 
rette parassitc /;. — La superficie liiiiite(Uebergangsilache) a, i del sesto 
ordine, con 39 punti doppi nei punti i/, ('), — Le sestiche razionali 



(•) D e P a 1 i s, loc. cU., S V. 
RcnJ. Circ. Matcm,, t. VU, parte t". -Stamp ii 



il i^gcQiiaja 1894. 
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corrispondenti in 2, alle oo^ rette di 2 passano pel punto P, ; e toc- 
cano la superficie limite in diciotto punti variabilis vale z dire do- 
vuhque la incoatrano. Le superficie razionali del quinto ordine cor- 
rispondenti ai piani di 2 passan semplicemcnte per P, e pei punti H^ , 
hnnno due rette doppie (sf hembe) variabili, e sono circoscritte* a a, 
(lungo curve del 15** ordine e genere 25 passanti pei punti if,): 
quelle due rette doppie si appoggiano costantemente ad una retta p^ 
uscente da P, , che h I'asse del fascio di piani riferito al fascio (X) 
di 2; e vice versa ogni retta che si appoggi a quest' asse i doppia per 
una detenninata superficie del sistema. 

Ad un punto qualunque di p corrisponde una cubica plana che 
passa per P, , ha un nodo sulla retta p^ , e tocca 9^ in nove punti 
variabili : il luogo di essa i una superficie II, del quinto ordine cir- 
coscritta a (t^ , che passa pei punti if, , ha un punto triplo in P^ c 
due rette doppie sghembe infinitamente vi:ine^ una delle quali i la 
retta p^. — Ad un punto qualunque di 0'' corrisponde una retta che 
tocca tre volte c\y ed ha per luogo una rigata Q, del 13** ordine con 
un punto triplo in ciascun punto if,; Ecc, ecc. 



Torino, ottobre 1893. 



Mario Fieri. 
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EINE DEFINITION DER POLAREN; 

von Herrn Gustav Kohn in Wien. 

(Auszug aus einera Schreiben an Herrn G. B. G u c c i a). 



Adunitni* del 24 dicembre 1895. 



Ihre geometrisclie Definition der Polaren im ternfiren Gel iet (*), 
aus welcher die Definition , die ich vor lo Jahren fur das binare 
Gebiet gegeben habe (**), gefolgert werden kann, bringt mir in Erin- 
nprung, dass audi ich schon damals meine Definition verallgemeinert 
habe, ohne etwas dariiber zu publiciren. Da die Definition, zu wel- 
cher ich gelangt bin, verschicden ist von der Ihren , so habe ich 
gedacht, dass Sie sich moglicher Weise fur dieselbe interessiren werden 
und erlaube mir Ihnen meine Definition mitzutheilen : 

Die f-ie Polare des Pols P inBczug aufdieCurve 
»-ter Ordnung Cist der Ort der (r + i)-fachen Punkte 
der in P keinen Punkt von (n — r+i)-facher oder 



(•) Una d^finiiione sintetica dtlle curve Jfolari (qucsti Rendiconti, t. VII, 1895, 
pp. 265-272), p. 271. 

(**) Zur Tbeorie tUr barmoniscben Miltelpunhie (Sitzb. der k. Akad. der Wis- 
sensch. zu Wien, XL Abth., Juli-Heft, 1883). 




}08 GUSTAV KOHM. 

hoherer Muhipltcitat habenden Curven des li 
ren Systems, das die Gruadcurve Czusammen 
den Curven ih-tcr Or<lnung bcsiimnit, die in P ei 
(» — r + i)-faciien Ponkt besitzen. 

Mit aodereo Worten : 

Q ist ein Punkt tier r-ten Polare von P, vrcnn die Cor 
einem BOschel von Curven n-ter Ordnung angchOit , in dem 
Curve in P einen (n — r + i)-faclicn und cine zwcite Curve 
eioen (r-t-i)-fachen Punkt besita. 

Wien, ij. October lagj. 



GUSTAT KOHK. 
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[Fedi pp. 37-48]. 



Per le pubblicazioni periodiche e non pcriodicbe riccvute in dona o in cambio del RenJIcontI 
e presentate nelle varie Adunanze, vegga«i U Seconds Parte : Biblioltea MatematUa. 



ADUNANZA DEL 12 FEBBRAJO 1893. (Presidciua F. Cal dar c ra). 
Gonispondensa. — II sig. E m i I i o W e y r (Vienna) ringrazia per la sua 
ammbsione a socio del Circolo. 
Memorie e Crnnunicarioiii. 

GUCCIA : Un tear etna suJ genere delle curve algehriche gobbe. 
GERBALDI : Stdle curve piane del Ur^'ordine, 



ADUNANZA DEL 26 FEBBRAJO 1895. (Prcsidenza G. B. Gucci a). 

GorrupondeiunL — L'Universit4 Imperiale di San Vladimiro iu Kiew pro- 
pone il cambio del suo « Joomal de TUniversit^ » (Ounivcrsitetskia Jzvestia) col 
c Rendicoiiti ». II Circolo aderisce. 

HflDliOfiB 6 fl< Mwww»^^^««M*«i< 

MARGOLONGO : Intorno ad un punto deIJa teoria dtlla rotaiione di un corpo, 
MARCOLONGO : Stdla ricerca del centri di curvalura delle traiettorie dei punti 
di una figura mobile. 



ADUNANZA DEL 12 MARZO 1893. (Fresidenaa F. Gaidar c r a). 
Memorie e CSomonicazioai. 

VIV ANTI : Suirapplica^ione della fun^ione eUiilica p u alia Uorla ddi ppligoni 
di Ponce let. 

GUCCIA : Due propasixioni relative alle involuiiom di spuie qualunque^ doUUe 
di HngolaritA ordinarie. 



ADUNANZA DEL 26 MARZO 1893. (Presidenza G. B. Gucci a). 

GaniBpondBomBL — Con lettera del 23 nurzo 1893, la signora Elisa- 
betta Martoglio, vedova del compianto Presidente del Circolo proC com- 
mendatore Giuseppe Albeggianiy ringrazia la Society pel dono di 200 
esemplari del discorso pronaomto dal proC M. G e b b i a neiradanaoza stfaordi* 
naria del 18 dicembre 1892 (Fedi pp. 39-47). 

Awmiiginne di maawi modi Dietro vouzione a scmtinto segireu^ Tinge- 
gnere Ottavio Zanott i-Bianco (Torino), propofto nel!a precedence ado- 
naoza dai soci Jadanza e Porro, t elrtto socio mm residenU, 



TORELLI : Smi dfUrminanH di fnmiiimi. 




d4l pi 

1 



JIO 

ADUNANZA DEL 9 APRILI: 189}. (Preiidcnia R C» 
CorTiBpoa6eaaa.~~Lt DimioDC degli ■ AquiIm de I'UDiversIrt 1 
de Kharkov > propone, ed il Circolo accecta, il cambio cot « Reodicoari >. 
■bnooria e Gomumcanoiii. 

GEBBIA: Nell'iduiunia del ii-miggio 1891 couiunictj «t Circolo 1 
cnunciati col litolo Propeiiiioni Jnndamtntali dtUa slatice Jet eorpi 'T''r*fr* 
dispiace che impedimcrnli di virio gencrc mi ibbiano dislolto fiaon dal fa 
care le d moatruioni di quegli enuncUii ed alcune loro appliculonlt 1 
aveui in pronto quinio feci la predetti comunicuionc. 

Qaest'anno la commisiione pel concono alia catted ra di Mecctnlci a 
deirUQiveniil di Napoli odh sui relatione pubblicala nel Bollcttino < 
delU P> I. de' 21 febbrijo 1S9J giudicjniio quella mia cemuoicatione, il r<pi 
cost: I Nel la noti 10 il candidato enitncia alcuni multaii da luj ottenuti n 
• teoria deU'ela^ticitl, i qaa'i Utciano luppom che I'autore non conotca com 
B tamenie i lavori dsl B c ( 1 i uiraigomento s. Or quetta t roinirnumcnte 
forma cortese per dire che <tuellc proposizioni non ton mie, ma del Bel 
Diiolmi di dover dichiarare cbc questo appreaamento non t esatra nt ia t 
n6 in parte, e cbe la cominiisione i caduia in eqaivoco. lo credo lioa a pt 
contraria nella noviiL delle iiiie propoiixioni, ma sopraiuito rlTengo cli'eaM 1 
esprimODO verili maoircstitte gU dal B e 1 1 i nemmeno panialmenle. fab 1 
mi propongo qui di dimcistrirc it mio usunta non conforrae al giudiaio di 
commiHione, percht siccoine si tratli dl cota che i non t, preferiico 
quando avrA pubblicato II tutio. come spero di far presto, i lettori c 
giudichino da it. Fra qucsti include, in particolar modo, i sigg. com 
isione, della cuj lealtl non dubito n 



rompOdM 



ADUNANZA DT-L 33 APRILE 1893. (Presideoia F. Ca Id a rcr »).■" 
Corrispondenza. — I-'iog. Pietro Ruggiero (Ni^loli) si dimetBe 
socio del C'rcolo a putire dal't" gemiajo 1894. La famigUa del profen 
comm. Giuseppe Albcggtani, nel riiigraiiare !! Circolo per le ooora 
rcse alia MemOfia dell'i'lmtre esiimo, offre in dono ilia Societi un bcllo e grai 
escmplare di una fotogrilia del compianto suo prc^idcnie. II Circolo nngraaii 
dclibera che questo rlirairo sia posto nella sa1a deltc adunanie. 

Amnussione di noovi soci.— Dietro votaiione a schcdc scgrcte. il doti 
Aristide Fiorcntino (Ccfalfi), proposio nctla prccedeutc aduiuum 
soci Voltetra e-Guccia, i cictto sotio non rttidtult. 



ADUNANZA DEL 1, 
Ammiasione di du 

proposto nulla precedenic 



MAGGIO i8gj. (PrciidenM H. ' 
ivi Boci, — II ^ig. Eurico D 
aduiijnza dai loci GclbaMi e Guccia, 




BSTRJtTn DAI TERBAU. 



ADUNANZA DEL 28 MAGGIO 189J. (Presidenia F. Ca 
Afiari intemi. 



AIDUNANZA DELL'i i GIUGNO 18^5. (Presideiu* F. Caldatera). 
Corrispondenza. — Con leilers del 29 luigpio tSgj il dotiore Frances 
laizii si diraette d.i socio del Circolo, 1 partire dal 1° gcnnajo 1894, 
Memorie e GomunicBzioni. 



FLORIDiA: Sulla teorla 
CASTELNUOVO: Sui 1 

lentntt ad ami curva algebric: 
GUCCIA : Riccrche sui > 

golariii ordinarii. 



JeUe tjuaiioni difftramiaH lintari. 
lullipli di una ztrie lititare di gruppi di puitii appar- 



I algtbriche plans, dolati di fi 



ADUNAN?A DEL a; GtUGNO 1893. (Presideiui F. Cildarera). 

II Prescdemte annuncia, con sentito rammaTico, alia Socicii, che nelle ore 
aniimeridiane del giomo 1 j correiite CMsava di vivere in Palermo il Socio resi- 
dcDte in^. Enrico Mori$ant, a^iistente al gabinetto di Fisica Tecnica di 
questa R. Scuo'a d'appiicaiione per gl'i.^gzg■^^li. 

CASTELNUOVO: Sui muilipU di uni serit Uneari di grnppi di punti appar^ 
tentnti ad iiia curva nlgtiriea. (Conlinuaz. c fine). 

LAURICELLA : SulU funiiani ipcrgeometriche a piii variabili, 
PENNACCHIETTI : SulVallnto. 



ADUNANZA DEL 9 LUGLIO 189J. (Presidenia G. B Gucci a). 

CorriapondaiUMi. — L'Accademii boema di Scienze, Lettere e Belle Artidi 
Praga propone il catnbio delle sue pubblicaiioni toi s Rendiconti b. II Circolo 
aderisce. 

AmmJHsione di nuovi soci. — Dietro votadoae a schede segrete, it 
prof. Demetrio Valeri, ptoposto nella preccdentc adunania dai soci Del Re 
e Guccia, i eletio socio non reHdtnU. 

Kemorie e Gomui>icazi<mi. 

LAURICELLA: Suile fuTlfiani iptrgtomelricbe a pill variaHli. (Conlinuaz.), 



ADUNANZA DEL aj LUGLIO 181)3. (Ptcsideoza M, L. Albcggiani). 
Blemorie e Comunicaziom. 

MONTESANO: La riipprisenla^ione su di tin piana delle congruenie di rillt 
di leeonJo ordine dotnU di linea siagolarc, 

LAURICELLA: Suite fim\ioni ipergeomtiriehe a piA variabili. (Coatinuaz. 
e fioe). 



v« 



ESTRATT1 QAl vratAU. 



ADUNANZA DEL i) \GOSTO 189). (P«*H«n«» F. CildircraV 

Keniorie e Comunicaxioni 

PENSACCHtETTl : Sipra ti lotuiioHi amamt a pi& t^aazioin « dtritMk f^ 
liali di 1° t 1" oriint con pli di dm v^riaHli InitfeaJtnb'. 

PENNACCHIETTI : Snll* ,^«ii*ui t.>muii 4 lr« ^aai>«mi m dmtmtt fv^fifi 
Jtl )" ardint can dat vuri^ilf. 

MORERA : ^Uan: eiMtdirjiionl rtUlhv alVt^MiioM digtrmmiiaJt 

r. + s^ + j^,-'- 

GERBALDI: L'tquaiiont rfi 14° graJo da cni Mpn'tU rirtreit deiSeninttU 
eurva gmtralt di f" ordini. 

GUCCIA : Kiitrtbi lui liiteati liaeari di 
golariti (iriHaarii. <Co(iliauu.)' 

GUCCtA : Una Jt/mjlont limltHea ddl. 



t algtbritbe fianf, dotati it lim- 
t ptiari. 



ADUNANZA DEL 17 AGOSTO 189). (Pretideau F. Caldjarers). 
tl Circolo delibea di rtogruJirc il Sinduo ed il Contiglio Conmiule di 
P»Iermo pe! imsiJio JI L. ^00 lUcordaio iIU Socteii pc! 189J, a dtolo dlaOP* 

rjggiamenio per b {lubb'ic-uione dei ■ Reniliconti >. 



GUCCIA: RUfTchi lui liiltmi lineari di earvt alfAriehi pi9iM, dctati Mat' 
golariti erdinartt. (ConlinuK. e fine). 

. F. Caldarer.). 



ADUNANZA DEL i? NOVEMBRE 1893. (Presidai 
Atfaii intemi. 



ADUNANZA DEL J6 NOVEMBRE 189}. (Presidctua F. Citdjircri 
Uemorie e ComttnicasioBi. 

PIERI: Le Irai(i'rm3ii..'iii riiiion-ati dtllo spa^io "iiurenti ad una timit*. 



ADUNANZA DEL lo DICEMBRE 189;. (Presid«iua F. CaUarera). 
Afferi intomi. 



ADUNANZA DEL 14 DICEMBRE 1S9}. (Prcudeoxi F. CaUAtera). 

Corrispondeiuut. — Con Icitcre del }o ottobre 1893 i-d 8 oovembre 1S9) I 
lignori doiiore Ugo DaJnelli e ing. FcrdioAndo Lori si dimcttOM 
Ja soci dc! Circolo. 

Ammissione di nuovi soci. — Su proposli dcIPUdicta di Pretidefnca, 'A 
prof. L u i g i B i .1 1! cli i tPis.i) t eU\ia, per accUmuione, lodo mm hmUmM. 

Hemoris e ComunicaEioni. 

KOHN : Hitu Dtfimlion der Polaren (Auuug am eiaein Schreibcu an Herat 
G. B. G u c c i a). 

GERBALDI: SaUi ilngolariti. itlU JacMana di trt eurvt plane. 

G. B. G. 
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Bersolari, L. (Torino). 
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Soi multipli di una serie lineare di gruppi di punt! appartetMnte ad 

una curva algebrica 89-riO 
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Applicazione di un teorema sulle forme algebriche alle biharle di 

quinto ordine. 1-4 
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^GiuseppeAlbeggiani 39*47 
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Una defmizione sintetica delle curve polar! 263*271 
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270 G. B. GUCCI A. 

quale h deirordine 

(r+ i)(2n-r) 
2 

passerji con 

(n— r + t) = nr ^ ^ 

rami pel punto P. 

Ora, egli h evidcnte che il luogo *p sari composto dellc 

rette uscenti da P, che costituiscono i gruppi o,, 9^_, , . . . 9,_,^, 
e di una curva residuale, d'ordine 



(r + i)(2«-r) 



r f (r -1)1 



la quale non passa, in generate, pel punto P. 

Dico che quest' ultima curva (che indichero con O^' h la (r)" 
polare del punto P rispetto alia curva data C. 

A tal uopo i mestieri dimostrare : a) che, per r=i, la curv 
Cp coincide con la prima polare di P rispetto a C; V) che, pe 
r r=: 2, 3, . . . , la curva Cp coincide con la prima polare di Pri 
spetto a Cp"*. 

a) In virtu della sua definizione , il luogo 4>p passeri per g' 
n(fi — i) punti di contaito delle tangenti condotte da P alia cup^ 
C Questi punti , non potendo trovarsi sulle rette dei gruppi ?, 
?«_, , . • . ?«_r+i q^^^l') p^'' ipotesi, sono stati assunti ad arbitric 
si troveranno tutti necessariamente suUa curva Q. Ora, siccome p< 
gli n (n — i) punti comuni a due curve d'ordini « ed n — i no 
pu6 passare un'altra curva d'ordine n — i, cosi si conclude senz'a 
tro che la curva Cp coincide colla prima polare di P rispetto a < 

b) Sia Q il punto di contatto di una tangente condotta da 
alia curva C^\ II sistema 00'^' 
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28, via Ruggiero Settimo, Palermo. 



RENDICONTI 



DEL 



GIRCOLO MATEMATICO 



DI PALERMO 



m^mmmmam 



R$nd. Ore, MaUm., t. VII, parte 3^. 



ANNUNZIO. 

Col titolo dt cBiblioteca Matematicti il Circolo Matematioo di 
Palermo pubblica un bullettino bibliografico del la produzione matematica naxfonale 
e strtntera, il quale comprende: 

nella rabrict pobblioasioni p^riodioha, il sommario degli anicoli di ma* 
tematica contenuti negli atci di Accademie, riviste e giornali dt scicnza, col quail 
il Circolo scambia i suoi Rendiconii: 

nella rubrica pabblicanoni Hon periodiohe, Telenco delle opere^ memo- 
rie, note, etc. di Matematica, che pervengono in dono alia Biblioteca del Circolo. 



Gli Autori, gli Editori e le Direzioni di Accademie, Societii e Periodici scien- 
tifid, sono pregati di dirigere le pubblicazioni alTindirizzo: 

Circolo Matematico — Via Ruggiero Settimo, 28 — Palermo, 



RENDICONTI 



DEL 



CIRCOLO MATEMATICO 



DI PALERMO 



TOMO VII. — ANNO 1893. 

PARTE SBCONDA : BIBLIOTECA MATEMATICA. 



PALERMO, 

SEDE DELIA SOCIETA 

38, via Raggiero Settimo, s8 
1893 



BIBLIOTECA MATEMATICA. 



POBBLICAZIOIII NOlf PERIOinCBIi 



X* ELEHCO: mano i89»-aprik 189}. 
{VtH gli EkPthi tnn i i w A : I. VI, p. t-w«n*H' 



I, R. (Pilecmo). [F*M I. VI, p. i). Le f«l«doai to grii>««rii»tj d'nna 
fomu i(«4luoqu« 4*«tta«a online. JEW. C»F. AMm., VI, tS92. 
Aa«4M. F. iN«poli). [AA* t. VI, p, t|. CMirjhuipw: iIU twrU dcllt serie 
imuioDili iavolutorie e>' giuenti snlle virktl algebricheid mm tfrooiiooe 
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BriU, A. (Tabingen). [Fed! t. VI, p. 1]. Ueber di Auflasung hdherer SinguUri- . 

laten einer algebraischen Curve in clementarc. Kalalog dtr M^tmatkcbm 

Ausstellung ^ Numberg, 1891. 
Barali-Forti, G. (Torino), [ftdi I. V, p. a]. Sulie irasrormanont (1, 2) cbe tJ 
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ordine. Rend. Circ. Malem., Vi, 1893, 
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serie ordinau secoodo le polcnxe di — . RtHJ. Ore. Maltm., V, 1891, 
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planes. Assoc. Franfaist, Coagrls dt Marseilit, 1891. 

— Le calcul des s6ties convergemes. El Progreso MalftMco, 1893. 
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rtme de C b a s 1 e s relatif aux surfaces algiibriques. BuUitia ds la Soe. Math, 
dt Franei. XVIII, 1890. 

— Sur une courbe dtfmic par la loi de la rectification. Now. Ann. dt UmAm 
X,. 1890. - 

Palatini. F. (Paienuo). Saggio di un metodo utile per lo studio dclle trasTor- 
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PuDo, G. (Torino). [*'«« t. VI. p.S]. Generaliwaiionc della formula di Simp- 
son. AUi Aee. Torino. XXVII, 1891. 

— Breve repiiw al prof. Ver oncsc. Rttul. Cire. Matem., VI, 189a. 
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partielles du second ordre. Send. Gre. Mattm,, V, 1891. 

Fieri, H. (Totinoj. [Vedi i. VI, p. 8], OaKrvaiioni 'geomeliicbe iotorno alle 
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— SuII'aiioDe reciproca di due elemenii raagDcticI e sul modo con cui do- 
vrebbeio variare con la latitudine la inteniiti e la inclinailone magnetica 
terrestre nella ipotesi di Gilbert e nelle altre cbe aoaliticamente le equi- 
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Potto, F. (Torino). [Ftdi t. V, p. 7]. Aiimut ajtoluto del segnate trigonome- 

trico di Monte Vesco luU'orizzonte di Torino. Pubbtleai^iotti dtl R. Outrv. 
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grafici. Rend. Ore. Mai. VI. 1891. 
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UnivnilSI fH Bmlau fur iSgj-^J, 
Tiralli. F. (Palermo). [Vtdi t. II, p. 

Parte I, U. III. IV. Napoli, 1884 

— GcoiiKlria sinietica del cifcolo 

— Osservaxioni sulla relit c sul piano. Napoii, 1879, 

— La projeitiviti delle forme di prima ipecie. Nipoli, 1S79. 

— Saggio di Geometria nietrico-pco)e[ttva. Salerno, 1888. 
TttToUi. G. (P.<lernio), \Vtdi x. VI, p, 9). A chi 1 1 e Sana! a; Comtucmo- 

raiione. Rind. Circ. Malem.. VI, 1891. 

— Sui deterniiaauli di fumiQni. Ihid., VII, 189;, 
UmncATioN DE l'hburs (Document* reUtif i !'). Ottawa, t89i. 
Venturi, A. (Palermo), [redi t. V, p. S), Aiimut di Moate Alfano 

zonte della specola geodclica della Mariorana in Pjlermo. Mtmorit JtUt 

R. Commismnr gtodetica ilaliana, 1892. 

Vtronaae, O. (Padova). [fidi t. V, p. 9). A proposiio di una >KteN M 

prof. P e a n 0. Rend. Ore. Maltm., V!, 



I 



19]. Honti di\\» Geomeliia di Euclidc 
-86. 

I piano. Pane I, II, lit. Nipoli. i8Sl-8i. 
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-— Osservaiioai sopra una dimostrazione contro \\ segmento infinitesimo at* 
tuale. Ibid., VI, 1893. 
l^vmnti, G. (Pavia) [FM t. VI, p. lo]. Artioolo bibliograficp suIPopera di 
S. Dickstein: Pojecia i metody raatematyki. BuHetin des Sciences Mathfm,, 
XVI, 1892. 

— L'iniinito nella natura e nclla scienza. Politecnico, 1892. 

— Notices historiques sur la th^orie des ensembles. Bibliotheca Mathematical 
1892. 

— Su certi integraJi primi delle equ«uioni del tnoto d'un punto. Rend, del 
R. Istituto Lomhardo, XXV,, 1892. 

— Un problema sullc trasformazioni di contatto. Rend, Circ, Mat., V, 1891. 

— Sulla determinazione di quattro fun/.ioni mediante un*equazione unica. 
IbU,, VI, 1892. 

— Sugrintegrali dcile equazioni del moto d*uii punto, che bono funzioni li- 
near! fratte delle velociti coniponenli. Ibid,, VI, 1892. 

— SuU'appIicazione della funzionc ellittica J)f< alia teoria dei poligoui di 
Ponce let. Ibid,, VII, 1893. 

-<- Sttll'uso della rappresentazione geometrica nella teoria aritmetica dei nu* 
roert complessi. Rivista di Matematica, II, 1892. 

— Ueber diejenigen Beruhrungstransformationen, welche das Verhaltniss der 
KrOmmungsmaas^e irgend zwei sich beruhrender Flachen im Beruhrungs- 
punkte unverandert lassen. Zeitschrift fiir Math, u, Phys,^ XXXVII, 1891. 

VriMl, J. de (Haarlem). [Vedi t. VI, p. 10]. Isodynaniische und metaharmoni- 
schc GebiMe. Sit^ungsber. der k, Akad, der IViss, in IVien^ Math,'Nat, CI,, 
CI, 1892. 

— Ueber raumliche ConHgurationen , welche sich aus den regelmassigen 
Polyedem herleiten lassen. Ibid,, C, 1891. 

— Zur Theorie der Involutionen. Mon ttshefte far Mathem. u. Physik, III, 1892. 

— Involutions cubiques dans le plan complexe. Rend. Circ, Maiem,^ V, 1891. 
Wejr, Ed. (Prag). [Fedit, V, p. 9]. O Theorii Ploch. Spisiv pocth^fch jubilejni 

cenau Krdl. C Spolecnosti Ndukv Praxe, VI, 1891. 
SEenlllfln, H. G. (Ki)benhavn). [Vedi t. V, p. 9]. Nouvelle demonstration du 
principe de correspondance de C a y I e y et B r i 1 1, et m^hode \ la deter- 
mination des coincidences de correspondances alg^briques sur une courbe de 
genre quelconque. Math, Annaltn, XL, 1891. 

G. T. 



Rind. Circ. MaUm,, u VII, parte 2*. 
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PVBBLICAZIOKI PEBIOJDICHE 

CON LE QUALI IL CIRCOLO SCAMBfA I SUOI RendicOUti, 



Annali di nuttematica para e appUcata. 

[Vedi t. VI, pag» i8]. 

ToMO XX (1892): 

Amodeo: Contribuzioae alU teoria delle scrie irrazionali involutorie 00* giacenti 

sulle varieti algebriche ad una dimensionc (227-235). 
AscoU: Sulle funzioni a due variabiU rcali, le quali crcscono o decrcscono sem- 

pre nel verso positive di ciascuno degli assi in un petzo di piano a distanza 

finita (41-59). 

— Delle funzioni regoiari in un'area connessa qua'sivoglia a distanza finita 

(143-255). 
Berxolari: Sui combiQanti dei sistenii di forme binarie annc';si alle curve gobbe 

razionali del quart*ordine (ibi-162). 
Betta\X}\ II concetto di lunghezza e la retta (19-39). 
CayUy: Sur la surface des ondes (1-18). 

Ciani: Sopra due curve invariantive di una quartica piana (257-268). 
Pascal: Rappresentazione gcometrica dcllc caratteristiche di genere 3 e'di generc 

4 c loro gruppi di sostituzioni (163-226). 

— Saggio sui gruppo delle sostituzioni fra le 27 rcttc della superficie'di 3° 
ordine e sui gruppi ad csso isomorfi (269-332). 

Segre: Alcune idee di Ettore Caporali intorno a'ie quartiche piane (237- 

242). 
Somi^liana*. Uicerchc suUa deforniaziono cd i fcno\njni piezoelettrici in uu cilin- 

dro cristaHino (61-99). 



Annates scientiiiques de r£cole Normale SnpMeore. 

[Fedi t. VI, pag. 31]. 

Troisi^me S6rie. — Tome IX (AnniLe 1892): 

Jkiiupain'/ Sur Pintcgr.ile eul^rienne de premiere espto (309-328). 

Bore}'. Sur Inequation adjointe et sur certains syst^mes dY^quations diffjre.iticlle? 

(63-9'j). 
Dnbem: Sur Ii deformation 61ectrique des cristaux (167-176). 

— Sur le displacement de r^quilibre C375-379). 
Elliot: Sur les equations aux d^riv^s partielles du premier ordre et du second 

degrc (329-374)- 



PUBBLICAZIONI PERIODICHE. 1 1 



Fnhy: Sur 1#» coarbea alg^^brlques k toraioa constante (177- 196). 

F&uisermu: Sur U frequence des nombres premiers (31*34). 

KapUyn: Nouvelle tn^thode pour rintigration dc T^quation diircrcnticlle 

(-j^y=G*(M — a)(ii — p)(« — Y)(« — 5) (35-62). 

Padi: Sur la representation apprOch(ie d'une fonction par dei fractions Mtionncllcs 

CS.j-S.93). 
PiunUv^: Mtoioire sur les Equations diff^rentielles du premier ordrc (suite) C9-30, 

101-144, 283-308). 
Rafy: Sur la deformation dci surfaces spir^les (145-166). 
Riqtderl Sur les principes de la thcorie generate des fonctions (281-282). 
Stouffl Sur la valeur de la courbure totale d'une surface aux points d'une arete 

de fsebcouasemeat (91-100). 
Vessiot'. Sur rint^gration des Equations differentielles lincuircs (197-280). 



Annalcm da la Faculty des Sciences de Toulous3. 

[V'edi t. VI, pag. 28]. 

Tome VI (Annde 1892): 

Andoyer: Sur quelques in^galites de la longitude de la Lunc (J: 1-33). 
Appell: Sur certaines propri^tds d'une position d'cquilibre d'un systc*mc (C: 1-6). 
Cosserat: Sur la cyclide de Dupin (F: 1-7). 
HermiU: Sur la transformation des fonctions elUptiques (L: 1-13). 
Kaenigs: Resume d'un M^moire sur les lignes g^od^siques (P : 1-34). 
— La Geomitrie r^glee et scs applications (suite) (1-67). 



Lafayl Note sur la s^rie V — j-; (1 : 1-6). 



Legouxl Sur les courbes synchrones (B: 1-16). . 

Paraf: Stir le probieme de Dirichlet et son extension au cos de Pdquation 

lin^aire g^n^rale du second ordre (H : 1-75). 
^uf: Slir une classe de surfaces minima (A: 5-12). 
— Sur la composition des formes quadratiques quaternftires et ses applications 

aux groupes Fuchsiens (G: 1-19). 



Bulletin de la Soci6i6 Hathteiatique de FranM. 

[Fedi t. VI, pag. 32]. 

Tome XX (1892): 

Appilll Sur une transforiHation de mouvement et les invariants d'un syst^.-ne en 

Micanique (;2i'^2). 
Bioche: Sur les singularit^s des courbes .alg^briques planes (67*69). 



li ttlBLIOTBdA MATEMATICA. 

BhtUl : Sur Ics fonctions rationnelles des racbes d*uiie iquatioo andtn (9»-9^ 
Caronnet : Sur des surfaces dont les lignes de courbure s*obtkiiiieiit par ^Midf»- 
ture (91-92). 

— Note sur !es trajectoires isogonales d'une famille quelcooque de conrbtt 
traces sur une surface (11 $-1x7). 

Catalan : Sur quelques th^ortoies d* Analyse et d*Arithniftique (40-43). 

jyArone: Sur la fonction exponentielle (a-4). 

Demoulin : Quelques remarques relatives i la thtorie des courbes gaoches (4)*4^ 

— Sur le cotnplexe des droites par lesquelles on peut tnener k unt quadriqne 
deux pbns tangents rectangulaires (i22»i)a). 

D'Ocagne : Sur la determination g^oroitrique du centre de courbure de la d^fe- 
loppfe d'une courbe plane (49-59). 

— Sur les suites recurrcnte; (i 21-122). 

Fourei: Sur Ix determination d*une limite inf^rieure des radoes d'une Aqnatioii 
alg^brique (4-6). 

— Remarques sur les li mites des racines d'une Equation algebrique (5$*)S). 

— Remarque historique concemant une propri6te mecaniqoe de la lemoiscate 

(38-39). 

— Sur le rayon de courbure des courbes triangulaires et des courbes tttaUk^ 

drales symitriques (60-64). 
Frolov : figalit^s i deux et k trois degrds (69*84). 
Geniy: Sur les involutions d'espice quelconque (107-112). 
Humbert: Des involutions sur les courbes algibriques (i2i), 
Laisant: Transformation d*un pd1yn6me entier (6-io), 

— Note relative au symbole i^ et en giniral 4 roperatioo /* (12-15X 

— Sur un probUmc dc Gdom^trie (65-67). 

— Remarques sur les fonctions homogdnes (117-121). 

Lemoitu : Application de la Gcom^trographie 4 Texamen de dtverses solutions 

d'un mCmc probl^mc (132-159). 
Uvy : Sur certaincs surfaces formant des syst^raes triplement orthogonaiix(i$*i6). 
Lucas: Note relative aux points centraux (10-12). 

— Sur rdlipso ccntrale d'inertie d'un systeme plan de points matMels de 
U^^tne masse (17-19). 

— Sur les polygenes inscrits dans les coniques ()3*34). 

Mangeot : Jlecherche des surfaces admettant la sym^trie courbe des surfaces poly^- 

drales (84-90). 
Rafy. Sur certaincs surfaces spiralcs (16). 

— Determination dc Teilmcnt lin^airc Jes surfaces spirales \ lignes d'^gale 
courbure paralieles (22-32). 

— Sur une transformation des formulcs de Codazzi et sur les caracttes 
specifiques des surfaces applicabics sur les surfaces 4 courbure moyeime con- 
stante (47-49). 
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ScbUgel : Sur une m^hode pour repr^senter dans le plan les cubes magiques k n 

dimensions (97-103). 
Transon: Une lettre (104-106). 



Bnlletlii de I'Acadtaiie Royals des Sdonces, Lettres et Beaux-Arts 

de Belgique. Bruxelles. 
[Fedi t. VI, pag. 34]. 

Tome XXIII (janvier-juin 1892) : 

Catalan: Quelques s^ies trigonom^triqnes (143-147). 

•— A propos d'une Note de M. S e r v a i s (500-507). 
DemouJin: Quelques propriitds du syst^e de deux courbes alg^briques planes 

(sa7-547). 
Diruyts (J) : Sur les formes alg^briques i particularity essentielle (i 52-167). 

— Sur les relations qui existent entre certains determinants (507-521). 
FeHe: Nouvelle recherche des termes du second ordre dans les formules de re- 
duction des circompolaires en ascension droite et d^clinaison (3 56-368, 461-471). 

Servaisl Sur la courbure dans les sections coniques (243-260). 

— Sur les coniques osculatrices dans les courbes du troisi^me ordre (522-527). 



Tome XXIV (juillet-decembre 1892) : 

Baschwiti: Une identity remarquable ($6). 

Dirufts (F.) : G)nstnictlon d'un complexe de droites du- second ordre et de la se- 

conde classe (571-577). 
Deruyts (J): Sur certaines substitutions lin^aires (102-110). 

— > Sur la reduction la plus complete des fonctions invariantes (286-293). 

— Sur la reduction des fonctions invariantes dans Ic systeme des variables 
geometriques (558-571). 
FdU: Un coroUaire inedit des lois de Kepler (542-544). 
Niesim: Note relative aux variations de latitude (111-117). 
Sirvais: Sor la courbure dans les surfaces du second degre (467-474). 



BnWgtIii jntamational de TAcadtaale des Sciences de Craoovie. 

[Fedi X. VI, pag. 35]. 

Anm^e 1892: 

DieksUin : Sur les principes de la theorie des nombres de H o e n e*W r o n s k i 
(64^$). 
— Sur la resohutoo de la congruence i" — a^'so (mod. M.) (372-373). 
K§finshi\ Sur dt% groupes discontinus de substitutions lineaires et reelles C219). 
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Kriih&wski : Sur certaincs fonctions 6galcs de valeur et de niture diffirentc ($ J9» 
340). 

— Sur une identity (375)' 

Natanson: Sur les potemiels thertnodyiuwniques (i 56-161). 

OUarski: Notlveile mithode pour im^grer ceruinet cquatibiis 4iff^«BniatUei dn 

premier ordre, entre deux variables (57i*)73i). 
Stoddlkieivici I La m^thode de d' A 1 e m b e r t appliqu^e 4 Tint^gration des ^ua- 

tions difF(&rentielles lin^aires avec les coefficients constants (294-295). 

— Sur un cas particulier d*int^gration sous la forme fmie des Equations di^- 
rentielles lin^aires du »« ordra avec des coefficients variables (^196*297). 

— Sur quelques classes des ^nations difT^rentielles lin^airca d'ofdre « (373- 

375). 

Zdrjivski: Formation des tranformations prolong^es des groupcs continus (14). 

— Les invariants diff^rentiels d'un groupe continu et inrmi de translbnnaliMB 

(14). 

— Sur le changement des variables dans ks equations difl^rentielles ordinaiicf 

du premier ordre (292-294). 



^ttmt^^J^^m^mm^^^mm 



fiasopis pro pisboirhni mathemfttlky fit f^stky. 

[redi t. VI, pag. 54]. 

RckInik XXI (1891.92): 

Gruss : S e y d 1 e r jako astronom (207-212). 

Jelinek: O pfesnosti hodnot nabytfch prfikladem praktick^h Tabttiek mitbematt^ 
ck^ch (31-39). 

— Za jak^ch podmi'nek Ize v^sti vrcholem troj6helnika phcku, kter<l by byla 
st?edni m^ficky lim^rnou liseka, jeX stanovi na prot^jSi strand (232-238). 

JeHbek: O resolvent Ach (i-ii). 

Jung : Pozndmka o fet&cich (88-90). ' 

Koldceh : S e y d 1 e r jako fysik (203-207). 

Lerch : O vlastnostech nekone^n^ ?ady cp (.t, a) = > ^ ■■■■ (6y-6&)< 

— ftdieni dfkter^ch rovnic rozdflov^ch (69-75). 

— RQzne v^ty arithnictick^ (90-9 >, 185-190). 

— Odvozeni n^kter^'ch vzorcQ z poctu integralniho (218-231). 

irutek: Nov^ zpSsob, rektifikace ^dry kruhove (83-88). 

Strouhal : Dr. August Seydler. NAstin Xivotopisn^' (193-203). 

— Ziv^rek (212-217). 

Sludnickii: Odvozeni nov^ch vzorcG sou^tov^ch pro fady smiSend (ii^-li^)^ 

— O rychl^m odv<ueni dvou vzorcQ gonionieuick^ch (I9$^f33). 

— O pffmto iatagr€>v;liii v^razB sin' x co^ x dx (180-190). 
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W9yr\ Stanovenl sQu2t& fift^ch nekoadfnj^^ rad (i6i»i8o). 
Wimm€r\ O prostoru hromosvodem chrin^ato (76-63). 



CMnica Cianilftoi. Barcelona. 
\Vt^ X. VI, pag. 52]. 

ToMo XV (1892) : 

CUtriana : Estudio de la integral I — -p— dx siendo a < i (97-103). 

— Funciones ellpticas (32 1*3 38). 
Correa Xamirex. » Dcmostraci6n del teorema de C a u c h y aplicado A las ecuaciones 

de segundo grado ($*8). 
Espinal : .Comparaci6n de los mdtodos de Newton y Lagrange para la 
aproxlmacidn de las raices incommensurables de las ecuaciones de grado su- 
. pcrior (x5$-iS9» 169-173). 



Joamal de Maibtoiatiqueg ^l^mentaires. Paris. 

[Vedi L VI, pag. 55]. 

IV* SfeRiE. -— Tome I (Ann^ 1892): 

Binixech'. Note de G^onietrie et de M^canique (58-62, 107- no, 1 31-13 5). 

— ProbUmes de la gton^trie du t^ra^re (153-156). 

B$mh\ Transformation par inversion sym^rique (3-5, 25-31, 49-58, 73-82, 97-iot, 
121-131, 145-151, 1691-174, 193-200, 217-223, 241-247, 265-272). 

Bimdnl Distance des points remarquables du triangle (248-258). 

Dillac : Demonstration ^^mentaire du th^or^e fondamental sur le maximum ou 
le minimum d*une fonction (208-2111 224-227). 

Foucbi: Dtoonstration d*an thiorhne tr^ g^ndral sur les limites (31-33). 

FrMUle: Probl^me de Pappus (139-141). 

Guitttorass: Sur les transform6es des surfaces planes de revolution (101-103). 

Letmdue: Transformation continue (62-69, 91-93, 103-106). 

Morel : Note de gdom^trie descriptive (201-207). 

P<mUu»l Transformation des fbrmules du triangle (110-113, 136-139, 151-153). 

— Giom^trie du triangle (228-230). 

Sollertiusky : Fxercices dtoientaires sur la parabole (83-91). 

FatUri: Ddmonstratioos nouvelles pour trois th6ovtmes du cinquihne livre (5-7). 

— Dtoionstration directe du second th^orhne de Guldin (33-34). 

— Note d'Algfcbrc (93-94). 

FigarU: Les progr^ de la g^oioarie du triangle (7-10, 33-34). 



Joomal da Xatbfanatiques ■pteUles. Puis. 
[Fedi I. VI, pag, }8]. 

IV" Serle. — Tome I {Annie ifl^a) : 

Jirtotnari: Sue Im poJaire* ei les coutbci polaires rftdptoques (i)^toi). 

— Sur un mode dc dt»criptian d'une courbc unicunale plane ou gaucbe 

(110-136). 

balitrnnj: Sur un problime dt M. L»isini (Ji-H)' 

^ Sur le diplaccnicnt J'une figure plane d«n> son pl<ui (111-115, i[9-i6)). 

— Extension aux courbcs ilgibriquei d'unc propriiii du cerde (216-317). 
Btrnh: Note sur Tangle de deui droiics ci sur quclquet lutrct c|ucstioiu {141 

146. i6i-a7t). 
Boutangii : Sur aa ihdorhne coiuiu de Gfoniftrie (ii4-i)i). 
Brpcard: Addition 4 Tdude du Trifoliuni (i}7). 
Dihni: Note sur rhypocycloide i trois rebrousseiicnts ct sur Ic5 i^uartiqucs de 

troisiiine cUsse (i9)-i9S). 
Drin : Sur U cubique ginche qui pisse par les pointi d'incidcnae des ooniulcii 

line quidrique, issues d'un point (iiS-i)^)- 
Frilillt : Note sur le centre de graviti des solides 1 U meture deiquels I'^ppli 

qucnt. les rtgles des trois niveaux (i]3-i]6, iSJ-iSi. 17?-|84). 
Humbert: Note sur une Equation analogue i I'^uaiion en S (97-98). 

— Suf la determination d'unc conique par cinq points ct par cinq 
(346-150). 

Liiiianl: Sur U d6terminatian anitytique de Taiiu d'un triangle (77-79). 
Mangeol : Sur la construction des tangentes aux cublqucs 1 point double (ii-j'titf), 
Maicari: Un probltnie dc GiomSiric ricurrenie (51-54). 
Mitinitr : Sur U dkomposiiion d'uoe forme quadraiique en un produit de dftu 

bcicurs liniaires (79-8i, 103-109, iii*ii9, 147-150, I7j-t77). 
Micbtl (Ch.) :Sur le BinSnie de NewHon (jo-ji). 
Miehtt (F.): Sur les cycHques planes (151-157, 171-181), 
Primt (M— V' .): Contribution i I'ftude des cubiques (5-7, i}-)0, 49-50, 7J-77). 

— Sut le proMSme de Chasles (151-151). 

— Sur un determinant nul (177-179). 
Schoute: Cakul d'un determinant (54-56). 
Vavniseur (/.e> : Sur une correspond ance entre les formes cubiques binairea at 

les points dc IVspacc 1 trois dimensions Ci45-[47. 169-171). 



Journal fUr die reina und «ngawsmdte Hathenuitllc. 

[Vtdi t. vr, pag. li]. 



GHatber: Ztir i::heo[i< 



Band C 

clliptischcn 
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— Ueber die eindeatigen Fancdoaen voa rwei durch eine algebraische Glei- 
chung verbundenen Verinderlichen (199-aia). 

— Das Additioastheorem der elliptischen Fanctionea (213-221). 

HeffUr: BemedKung ubcr die Integrate linear^r DiflPerentialgleichungen (222-224). 
Hensel: Theorie der ^Igebraischen Fjactionea eiaer Veranderlichsn und der alge- 

braischen Integrale. Erste Abhandlung (1-42). 
H$ymann\ Zur Thiorie der Differeozengleichungen (11 2-1 17). 
Killing I Ueber die Grundlagen der Geometrie (121- 186). 
Koebler: Beweis eines Satzes aus der Analysis Situs (118-120). 
Kdnigshergerl Ueber die Integrale partieller Ditfcrentialgleichungsystcme belie- 

bigcr OrdnuQg (261-340). 
Kdtterl Ueber die Bewegung eines festen Kdrpers in einer Flussigkeit ()i-3i» 

89-1 11). 
Landsherg: Ueber re!ativ adjungirte Minoren (225-230). 

— Zur Theorie der periodischen Kettenbruche (231-237). 
Mirimanoff: Sur une question de la theorie des nombres (82-88). 

Pirondini', Sur la determination des lignes dont le rapport de la courbure k la 

torsion est une fonction donn^e de Tare (2^8-260). 
ScbroUr: Elementare Construction der Figur dreier in desmischer Lagc befmdli- 

chen Tetraeder (341-357). 
Simpn: Die Trigonometrie in der absoluten Geometrie (187-198). 
Sturm : Heinrich Schr6ler (Nekro!og) (3 58-360). 

Band CX (1892) : 

Appell: Sur d^s transformations de mouvementi (37-41). 

liusebs: Uebsr die Function E(x) mit complexem Argument (338-348), 

Frobenius: Ueber die in der Theorie der Flachen auftretenden Differentialpara- 

meter (1-36). 
GtUxwer : Bemsrkung uber die J a c o b i sche Thetaformel (177-179). 
Hamburger: Erweiterung eines Pfaff-schen Satzes auf simultanc totale Differen- 

tialgleichungen erstcr Ordnung und Integration einer Klasse von simultanen 

partiellen Differential glcichungen (158-176). 
Hensel: Ueber die Gleichungen, mt deren Hu'fe man die sacularen StSrungen 

der Planeten bestimmt (180-183). 
Hilbert: Ueber die Irreducibilit^t ganzer rationaler Functionen mit ganzzahligcn 

Coefficienten (104-129). 
Kdtler: Ueber diejenigen Po^veder die bei gegebener Gattung und gcgebeneni 

Volumen die kle.nste Oberflache besitzcn. Erste Abhandlung (198-229). 
Krimphoff: Neue geometrische Darstellung d*r lemniskatischen Function (73-77). 
NeUo : Anvendung der Modul-Systcme auf cincn geometrischen Satz und auf das 

Trigheitsgesetz der quadratischen Formen (184-187). 

Rend. Circ. MaUm., t. VII, parte 2». 3 
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— Betnerkaogen zo dem Aufrauedes Herm G. Landsberg («Zyr Hieorie 

der periodischen KettenbrOche ») (549*35^)* 
Pareloi Sur les foncdons g^^ratrices d'Abel (290-333). 
Pocbbammerl Ueber die Reduction der Diffierentialglekhuiig der 



P(pi . Pt » . . . . ?•_! ; x) (18S-197). 

Scblesinger: Ueber die bei den linearen Difiereatialgleichimgen iwdter OniiMn^ 

auftretenden Prirafomien (i)o-x$7). 
— Ueber lioieare homogene DiflSerentia^gleichungen zweiter Ordiuiiig, fur welche 

die Urokehrungsfunction von endlicher Vie*deiuigkeit tst (265-289). 
Schottky'. Ueber das Additionstheorem der Cotangente und der Fmictioo 

Schumacher \ Die Punktsysteme auf der Geradea und ihre AnwendungzarEixeogung 

der atgebraischen ebcnen Curvcn (2^0-264). 
Schwering: 2^rfil]ung der lemniskatischen Theilungsgleichung in vier Facxorea 

(42-72> 

Tbotnae: Ueber die Function fFf*! i! ^' n) fiir singulire Werthe ihrer Para- 
meter (78-103). 



[P'edi t VI. pag. 19]. 
XL. Bakd (1892): 

Anissimoff: Ueber den Fuchs'schen Grenzkreis (i4$-i48). 

BdckJund: Anwendung von Sitzen iiber partielle Different ialgleichungen auf die 

Theorie der Orthogonalsysteme, insbesondere die der R i b a u c o u r'schen 

cyklischen Systeme (194-260). 
Bianchi : Sui gruppi di sostitozioni lineari con coefficienti apparteaoiti a corpi qua- 

dratici inunaginari (332-412). 
Bochertl Ueber die Zahl der verschiedenen Werthe, die eine Function gegebener 

Buchstaben durch Vertauschung derselben eriangen kahn (156-175). 
— Ueber die Classe der transitiven Substitutionengnippen (176-193). 
Fricke: Keue Beitrage cur Transformationstheorie der dliptiscben Functionen 

(469-502). 
Gordan : Bestimmung einer biniren Form aus Anfangsgliedem ihrer Covarianten 

(503.526). 
Holder : Die einfachen Gruppen im ersten und zweiten Hundert der Oidnungsaahlen 

(55-88). 
H0rn : Zur Theorie der Systeme linearer Di&rentialglekhangen rait einer una- 

bhangigen VeranderUcben II (527-5 $0). 



Khin : Ueber den H e r m i t e'schen Fall der L a m 4'schcn DifFetentialglcichung 
(I25.IJ9). 

— Ueber den Begriff des functionentheoretischen Fundatnentalbereicbs (130- 

139)- 
Kdber: Nachtrag zu dem Aufsatze « Zar Gruppe der acht harmonisch sugeordneten 

flichen tweiten Grades » (153-154). 
Markoff: Sur la sWe hypergiom^trique (313-316). 
Mtiib : Ueber Covarianten ebener Collineatiooen (89*98). 
Naetber: Zutn Beweise des Satzes der Theorie der algebrai^chen Funaionen, diese 

Annalen Bd. VI, P- 35^ (^40-144). 
Pascb: Ueber die Einfuhrung der irrationalen Zahlen (149-152). 
Sebdnjli4s I Ueber Bewegung starrer Systeme im Fall cylindrischer Axeafl:lchen 

(317-330- 
Segre: Le rapprescntazioni reali 'delle forme complesse e gli enti iperalgebrici 

(413-467). 
Siabl: Zur Erzeugung der rationalen Raumcurven (1-54). 
Aufy: Abbildung der Mannigfaltigkeit aller Kegelschnitte eTner Ebene auf cin^n 

Punktraum ($51-558). 

— Emgcgnung (5S9-562). 

— Ueber Systeme von Kegelschnitten (563-578). 

fFirtinger I Untersuchungen uber AbeTsche Fuuctioncn vom Geschlcchte 3 
(261*3 12). 

2^etUbeH I Nouvelle d^roonstratioa du prindpe de correspondancc de C a y 1 c y et 
Brill, et m^thode i la d^ernu nation des coincidences de correspondences 
algibriques sur une courbe d'un genre quelconque (99-124). 

XLI. Band (1893); 

Boar : Die D e d e k i n d-W e b e r'schen Ideale in einem hyperelliptischen Kdrper 

(491.508). 
Bmrkbardi: Ueber einen fundamentalen Satz der Lehre von den endlichen Grappen 

linearer Substitutionen (309-312). 

— Uotefsochongen aus dem Gebiete der hyperelliptischen Modalfunctionen. 
Dritter Theil (313-343). 

Buscbe: Ueber das Dopp^lverhaltniss von vier Punkten einer Geraden (591*596). 
Doebi^mamu : Ueber Hneare Systeme in der Ebene und im Rauni und uber deren 

Jacobi'sche Curve beziehu.igsweise Jacobi'sche Flache (545-570). 
Franklin : Bemerkung uber einen Punkt in R i e m a n n*s « Theorie der Abe I'schen 

Funktionen (308). , 

Prkksi Ueber den arithmetischen Charakter der zu den Verzweigungen (2, 3, 7) 

nod (2, 4, 7) gehdrenden Dreiecksfuoctionen (443-468). 
Hnn^wrger : Zur 'Ibeorie der vollstitidigen Ldsungen der Differentialgleichungen 

I. O. zwischen zwei Variabehi (597-600). 



20 BIBLIOTBCA MATBMATICA. 

HermiU: Sur une extension de la formule de Stirling ($8i*59o). 

Hurwit^ : Ucber algebraische Gebilde mit cindeutigen Transfomutionen in sich 

(403-441). 
Kruser: Bemerkungen uber den sogenannten casus irreduiibilis bei cabischea 

Gleichungen (^344-348). 

— Einige allgemeinc Sdtze uber die clnfachsten Gcstaltec ebener Canrcn 

(349-376). 
Koenigsberger : Ueber die Integration simultjner partieller Differentialgleidinsgi- 

systeme (26o-28$). 
Karietveg : Ueber Singularitlten verschiedener Ausnahme-Ordnung und ihre Zer- 

legung (286-307). 
Maurer I Ueber Functionen ciner reellen Variabeln, welche Derivirte jedcr Ofd- 

nung besitzen (377-402). 
Molten: Ueber Systeme hdherer complexer Zalilen (83-156). 
Pocbhammer: Bcmerkung uber das Integral T (a) (157-166). 

— Ueber eine Gattung von bestimmten Integralen (167-173). 

— Ucber eine specielle lineare Differentinlgleichung 2^* Ordnung mit linearen 
Coefficienten (174-178). 

— Ueber fflnf Doppelintegrale (179-196). 

— Ueber die Differential gleichungen der Reihen f (p, ^ x) und F(p, ff, t;jc) 
(197-218). 

RitUr : Die eindeutigen automcrphen Foimen vom Geschlecht Kull, cine Revision 

und Erweiterung der P o i n c a r ^'schen S^tze (1-82). 
Seheffers I Ueber die Reducibilitat complexer Zah^ensysteme (601-604). 
Schur: Ueber den analytischen Charakter der eine endliche continuirliche Tran- 

sformationsgruppe darstellenden Functionen (509-5 38). 
Staude: £in Beitrag zur Discussion der Bewcgungsglcichungen eines Punktes 

(219-259). 
Sidckel: Ueber die Reduction eines Problems der Dynamik auf hyperelliptische 

Integralen (571-580). 
Story : On the Covariants of a System of Quantics (469-490). 
Zeutbenl Exemples de la determination des coniqucs dans un syst&me donnii qui 

satisfont i une condition donnce (539-544). 



Matheirig. Gand. 
[Fedi t. VI, pag. 56]. 

II« SfeRiE. — Tome I (Ann^e 1891): 

Aubel (van) I Quelques thdor^mes sur le centre des moyennes distances d*ttn 

systeme de points (255-258). 
Balitrand: Sur certaines courbes du quatri^me ordre (241-246). 
Brocard: Sur une classe particuli^re de triangles (153-158). 



PUBBLICAZIOMI PERIODIGHI. 21 

Catalan: Sur un th^orhne de M. Sharp (245*246). 

CesHrq: Etude incrins^ue des coniques et des cassinoides (51-62). 

Gelin: SoiistractiQQ des nombres fractionnaires (92, 1x0). 

— Surface et volume du tore (66-67). 

— Probltoe du puit> (iii). 

— Formules relatives aux polygones r^guliers (160-164). 

GdiHy Catalan^ Mistery Finch: Probl^mede I'h^ritage (111-112, 136-138, 187-189). 

Hahieh: Sur le mouvement concholdal (no). 

Jamet : Sur le th^ortoe de Joachimsthal (105-108). 

Longcbamps (de) : Sur la r^olution des probl^mes d^ermin^s par la m6thode 

des lieux g^om^riques (132-136). 
Lucas : Sur les th^orhnes 6nonc& par Fertnat, Euler, Wilson, v. Staudt 

et Clausen (9-12). 

— Sur les formules de la trigonomtoie sph^rique (187-189). 

Mansion: Limite d*une somme, d'un produit, d*un quotient (35-399 63-66, ::3-ii5, 
139-141, 246-251). 

— Coiirbes enveloppes et courbes tangentes (92). 

— Points caract^ristiques (93). 

— Thdortoie de Choquet (218-221). 

Nenberg: Sur les quadrangles complets (33-35* 67-70, 81-82, 189-195). 

— Sur les moments d'inertic (226-233). 

Oeagns (if): Sur le terme compl^mentaire de la s^rie de Taylor (19-20). 
PouJain: Sur une correspondance de droites et de points (88-90). 

— Sur la distance de deux points (184-186, 254). 
Prim (3f«»«): Questions de g^om^trie (14-17). 
SchouU: Sur les foyers des coniques (129-132).. 

^rvaisl Sur la courbure de la podaire et de la polaire r^iproque d*une courbe 

donn^e (84-88). 
SdllerHnsky: Sur un problfeme de giomdtrie ilteientaire (158-159). 

— Proprift^ des coniques (177-182). 

— Thdor^mes de g^omitrie (221-222). 

Thiry: Construction d'une troisifeme proportionnelle (254).. 
Wastuls: Aire de I'ellipse microsph^rique (83-84). 

— Sur les lignes de force (253-254). 

— ' Note sur !e rayon de courbure (268-271). 

Supplements : 

Le Paige : Un astronome beige du XVIIe si^le. Godefroid Wendelin 

(1-19). 
Mansion : Notes sus la giom^rie euclidienne et sur la g^om^trie non euclidienne 

(1-32). 
Tbiry : Distances des points remarquables du triangle (1-8). 



■^ ^ "KS^' 



aa KtLIOTECA lUTEUATICA. 

lie SfeRiB. — Tome II (Annte 1892)! 

Ahonni (Un) : Sur une question de gtom^trie analytiqae (a46"a49>. 
Bertrand {E.)l Note sur quelques propriMs du triangle (i50>X34). 
CesiLro: Remarques sur un continuant (5-12). 
CoUetU : Sur la sonime des termes d*une progression arithmMqne (i6cKf6i)b 

— Catalan, L^moine I Construaion de la moyenne proportioiuidle entie dena 
longueurs donnto (192-193, 250-251, 275-276). 

Delahaye: Sur quelques problhnes de g^om^trie (157-160). 

GiJin: Caract^res de divisibility (65*74, 93*99)- 

Gillei: Thdorie des plans hypercycliques des surfigtces du second degrft (X5$»X57» 

180-191, 223-225). 
Lamps : La formule d*0 zanam oude Snell appartient ^Nicolas deCusa 

(230-231). 
Lemaine: £tude sur une nouvelle transformation, dtte Transfonttation cootkiBe 
(58-64, 81-92, 115, 264). 

— Sur les Brocardiennes d'une droite par rapport k une autre droite (252-253). 

— Sur trois coniques du plan d*un triangle (252). 

Mandart, CrisUscoy Laplace^ Longchatnps (de) : Siir les coefficients bindmiaoz 

(228-229, 229-230, 251-252, 272-273). 
Mangeoi: Sur la construction des quadriques qui ont un contact du second ordre 

avec une surface (249-250). 
Mansion: Forraules pour le jaugeage der tonneaux (14-17). 

— Limite de la racine m>*«« d'une variable (39-42). 

— Probl^me de giom^trie (137-138). 

— et Neuberg : Leopold Kronecker (18, 1 36-1 37). 

Molenbrock: Sur le produit des axes prindpaux des coniques tonchant tfOis on 

quatre droites donndes (33-39). 
Neuberg : Sur Thyperbole de K i e p e r t (241-246). 

— Sur une Equation dont toutes les racines sont relies (272-273). 
Ocagm (d*): Sur les courbes alg^briques (100-103). 

— Sur une propriit^ de la paraboie (1x5). 
Peanol Sur la d^fmition de la d^nv6e (12-14). 
Prime (Af"**) : Sur les points de Brocard (194-195). 

— Sur un th^or^me de J a c o b i (227). 

RetaJi: Double et triple contact des coniques (178-180, 219*221). 
Rocquigny (de): Question d'Arithmologle (134-136). 
Servais: Sur Taberration de courbure (123-130). 

— Relations m^triques dans les courbes du second degr^ ('77-178). 
SocoloJ et Neuberg: Cas particuliers du paradoxe de Cramer (x93«X94). 
SoUertinsky: Questions de g^m^trie projective (113-1x4). 

Tucker: Sur les triangles inscrits et ^gaux 4 un triangle donn^ (19$^I9Q* 



X 
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: Sur quelques suites finies (217-219). 
— Sommation de quelques series convergentes (265-270). 
IFiiuUsls : Aire d*une figure tracte sur une sphere et formic d*arcs de petits ccrcles 
(105.113). 

Supplement. 
Broeard: Le trifbliam (1-58). 



Monatflheifte fUr Mathematik nii4 Physik. 

[Fedi t. VI, pag. 23]. 

IIL Jahrgang (1892): 

Biermannl Beitrag zur Lehre von den Abel'schen Integralen (21-30). 

— Ueber die Darstellung der F u c h s*schen Functionen erster Familie durch 
tmeodliche Prodncte (143-168). 

Bohek: Brennpunktscurve des Kegelschnittsbuschels (309-317). 
C^tiber : Ueber einen geometrischen Ort und eine damit zusammenhilngende krumme 
Fliche (217-233). 

— Ueber die Einhuilende der Tangenten einer Plancurve, der Schmiegungse- 
benen einer Raumcurve und der Tangentia'ebenea einer krummen Flache 

(5^^}47). 

Escheridf (von): Bestimmung einer Deterrainante (19-20). 

— Ueber einige Determinanten (68-80), 

— Zur Bessel'schen Diffierential-Gleichung (142). 

— Ueber zvei simultane Functional-Gleichungen (178). 

— Bemerkung zu den Kugelfiinctionen (198). 

— Ueber eine Niherungsformel (234). 

— Zur Zeriegung in PartialbrQche (348). 

Fiidler: Ueber eine Aufgabe aus der darstellenden Geometric (193-197). 
Gtginbauer : Ueber die Canto r*sche Zeriegung der reellen Zahlen in unendli- 
che Producte (87-91). 

— Ueber die Tchebyche f-de P o 1 y g n a c'sche Identitat (319-33 $). 

— Ueber eine arithmetische Formel (336). 

GmeinerX Die bicubische Reciprocitat zwischen einer rcellen und einer zwciglie- 

drigen reguUren Zahl (179-192, 199-210). 
Igd: Zur Theorie der Determinanten (55-67). 

— Ueber Modulargleichubgen (349-364). 
flgir: Uebsr die Grdsse der Molekcln (235-264). 

KlingaUcb', Ueber die geometrischc L'Ssung eines Systems linearcr Glcichungcn 

(169.177). 
Maiss: Eine neue Eigenschaft der Kegelschnitte (16-20). 
Mertensl Fundamentalsatz des Algebra (293-308). 
MilUr : Kugelgeometrie nach Grassmann (365-402). 
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Pu{yna (von) : Ueber den L a g u e r r e'schen Rang einer eindeatigen analytiscliec^s 

Function mit unendlich vielen Nullstellen (i-i$). 
Rulf: Geometrische Bestimmung des Krummungsmittelpimkiei der il(rrhrilirhr^ j 

Spiralen (an -21 6). 
Rutb: Beitrag zur Construction der Kegelschnitte aus iraaginaren 

(81-86). 
VUrhandt', Ueber gleitende und rollende Bewegung (31-38, 97*116). 
Fries (de): Zur Theorie der Invotutionen (285-292). 
IFdlscb: Ueber eine Aufgabe aus der darstellenden Geometrie (92-96). 
ZindUr: Ueber BQschel Itnearer Complexe (135-141). 
2Lsigmondy : Zur Theorie der Potenzreste (265-284). 



Nachrichton von der Kdnigl. Gesftllachaft der Wlasanacliaflfln 
and der Gtoorg-AagaBta-Univerntftt su 05itingen. 

[Vedi t. VI, pag. 34]. 
1891 : 

Frohenius : Ueber Potential functionen , deren Hess e*sche Determinante ver- 

schwindet (323-338). 
H$un: Die Schwingungsdauer des G a u s s*schen Bililarpendels (154-158). 
Hubert: Ueber die Theorie der algebraischen Invarianten (232-242). 
Meyer: Ueber Discriminanten und Resultanten von Singularititengleichungen 

(14-26). 

— Ueber Realititseigen$:haften von Raumcurven (88-100). 

— Ueber ein Tragheitsgesetz fur algebraische Gleichungen (279-286). 
Riecke: Zur Moleculartheorie der pi&zo^lectrischen und pyroclectrischen Erschein- 

ungen (191-202). 

— Ueber eine rait den electrischen Eigenschaften des Turraalins zusamtnen- 
hangende Flache (223-231). 

Schilling: Ueber die geonietrische Bedeutung der Formeln der spharischen Tri- 

gonometrie ira Fal!e complexer Arguraente (188-190). 
Schonjlies : Bemerkung zu H i 1 b e r t's Theorie der algebraischen Formen (339- 

344). 
Tonelli: Bemerkung Qbcr die Aufidsung quadratiscKer Congruenzen (344-346). 

Venske : Zur Integration der Gleichung A A ti = o fur ebene Btreiche (27-34). 

— Integration eines specie! len Systems linearer, homogener Dif!erentialglei- 
chungen mit doppeltperiodischen Functionen als Coefficienten (85-88). 

Voigt: Beitrige zur Hydrodynamik (37-84). 



PUBBLtCAZIONI PBRIODICHB. 2$ 

di mrtMwatMMi per rinMgnamento aeoondario (Roma). 

[Fedi t. VI, pag. 45]. 

Anno VII (1892) : 

Bellacchi: A proposho iii ua lavoro sulla storia dellis matematiche (81-88, 11 3- 

118, 169-171). 
BtUaxiil La defmizione di proporzione ed il V° libro di E u c 1 i d e (16-2$, 54-61). 
Caiania I Variazioni e iimiti dei triangoli isobaricentrici e iscritti in un dato cer- 

chio (142-146). 
Cesdrdl A proposito d'una generalizzazione della funzione ^ di Gauss (1-6). 
Pruttinl; Dell'analisi indeterminata di secondo grado (7-15, 49-54, 88-92, 119-124, 

172-177). 
G4tti\ Un teoretna sul triangolo (65-66). 
Ingrami: Notarella d*aritmetica (185-187). 

Juel : Dimostrazione elementare del teorema di V i v i a n i (97-98). 
LmgH* Volume del segmento sferico a due basi (25-28). 
Palatim: Un teorema sulle coniche e corollari relativi (133-136). 
Sadim: Sulla divisione dei polinomi inter! (127-132, 178-185). 
Tagiuri: Sulla partizione del numeri (93-96, 124-127). 



El Progreso Matem&tico 

PuRi6oico DB MATEWATrcAS PURAS Y APLiCADAS. Zaragoza. 

[Fedi t. VI, pag. 44]. . 

Afio II (1892) : 

Btntdbol: Integrates defmidas (137-146). 

Broeard: Sur une question d*Arithm6tique (25-27, 89-93, 1x4-119). 

— Nota sobre la proyeccidn eitereogrcifica (182-184). 

Claritna: Introducci6n al estud'o de las integrates eulerianas (190-195). 
' — Nuevos puntos de vista en Matemdticas (328-332). 
Css^rol Sobre algunas notas de Geometn'a infinitesimal (212-214). 
Eseverri: Determinaci6n del lado del pentedecAgono regular convexo inscripto y 
de Io3 lados d^ los Pentedecigonoi regulares inscriptos estrellados (53-55). 
GaJan: Estudio del triAngulo inrinitesimal (41-49). 
GaldMHo {de): Teorenus, problemas y mitodos geom^tricos (75-88, 105-108, 

195-198* 3^8-3^8, 351-354). 

— La evoluci6n de la Geometria del triingulo (217-221). 

Guimaraes: Nota sobre la construcci6n de una normal d una elipse (19, 119^x20). 

— Sobre una f6rmuU geom^trica.(349-35i). 
Lampe: Nota matemdtica (269-270). 

Lasala: Un teorema de Geometria- esf^rica (120-123, 262-265). 

Rend. Circ Matem,t t VII, parte 2* - 4 
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Ltniifim: Sobre ua miioJo de comparuido de las retolucioncs geamilticits<i77> 

.82). 
Longclijmps {d:): L^ uUmI det sirie* convergenie; ()o-i;, J7-41)- 

— Sabre las igualdades dt doi gradoi (ii;-]t7). 

MarebjnJ: Sur la nctiftcation d;i arcs de courbes dites Linu^ons Pascil 

(68-74). 
PironJini: LJgae d'ini^nectian d'uae sutUcs de r^voiuiion avec ua ciliDdredoat 

lo giniratriccf itia par.iUMe5 ^ Taie (ii9-i}6, 161-170). 
Retali: Sopn un protilcnia di Gcometru (}4J-H7)- 

ScbUppa Moattiro: Sur un ihzorfrme reljiif 4 !a thiorie de; nonibres (i;7-a6i}. 
SchUgel: Introduction lux miihoJ;; glom^iriquM de H. Grasiuiaan (j8t- 

188, ija-jj6). 
Teixiira (G.) ; Sobrc U dcicomposict6n de las funciones elipticas sn u, en «, dn «^ 

en serie de &ac£iane« simples (6^-68). 

— Sobre el desarroUo de p (u) en sede de TraccioDM simples (307-313). 
Tiix'ira (J.-P.)'. Una d^motlracidn del [eorcma de adicido de aTgumeBtiM de In 

funciones anguUtei (348). 
Torroja'. Nota relativa i la pefpsndicularidid dc rccias y plinos (loS-tio). 
ngari/: Geoinstria del tnangu'o. Algunat propiedades de los iriingulot podani 

y dc lo« circulos dc Schoute (97-1051 i?)-!?^, i8j-i90). 



Rendiconto doUa R. Accademia delle sciensa fls. e mat. di I 

[Pidi I. VI. pag. 45]. 

Serie IL — Vol, VI (Anno XXXI, 1893J : 

Angtliili: Nuovj deterniinaiion': de'la latimdine geograrica del R. Osservjtori* 
di Capodimonte, mediante i passaggi di alcuoe stelle al pcimff veRicaU,o^ 
scrvaii aell'inno 1889 (97-ioj). 

Aichiit: A'cun: considenzioai lul pentaedro completo (147-IS3). 

BMtgUni; Rappani intoraa ai lavori dei signori Asctone (146), Ma 
longo<70. 88). 

— Imomo ad una serie di linee di 1° gradn (34-})). 
Capdti: Rapporto suik Nota del Prof. Mollame (179). 
Ftrgvli: Per Aniii bale De Gasparis (65-66). 

— Ripporto iolla Memoria del Doitor F. Angeliiti (96-97), 
Mareolango : .Wane applicaiionl dellc Fuozioni elUttiche alli Teotia dello 

librio d.-i nii flcssibili (71-79, 89-96). 
Mallnmel Sulle radici primitive dell'uaiti iiegaiiva (179-18}). 
Pinla: Per Dino PadeUeHi (49-50). 

— Per Enrico Bet t i <.43-:44). 



PUBBLICAZIOKI PERtODlCSB. 2J 

SitsmigBbericlite dor mathematisch-physikalischen Glassa 
der K. B. Akademie der Wissenschaften zu Mtinchen. 

[Fedi t. V, pag. $2]. 

Band XXI (Jahrgakg 1891) : 

Brill: Ueber das Verhalten einer Function von zwei Verilnder lichen in der 

' Umgebung einer Nullstelle (207-220). 
Dyck : Ueber die gestaltlichen Verhaltnisse der durch e!ne Differentialgleichung 

erster Ordnung zwischen zwei Variabeln definirten Curvensysteme (25-57). 
Konigsberger : Ueber die Irreductibilitat der algebraischen partiellen DifFerenti il- 

gleichungssysteme (275-279). 
Seeliger: Notiz fiber die Strahlenbrechung in der Atmosphare (239-246). 
— Ueber die Extinction des Lichiea in der Atmosphare (247-272). 



BoUetino Meteorologico del R. Osservatorio di Palermo. 

(Sezionc Meteorologica a Valverde anncssa alia « Society d*Accliniazione»). 

[Fedi t. II, pag. 79]. 

Volume IX (1888): Fascicoli ii, 12 (novembre-diccinbre). 

Volume X (1889). 

Anno 1890: N. 1-12. 
Anno 1891 : N. 1-12. 



Pnbblicazioni del R. Osserratorio di Palermo. 

[Fedi t. V, pag. 48]. 

Vol. II (Anni 1B82-83). 



(Homale di Matematiche 

ad uso degli studenti delle University I^aliane , pubbticato per cura del 
prof. Battaglini, in Napoli. 

[Fedi t. Ill, pag. 9]. 

Tom. XXI-XXX (:883-i892): 

Atnaldi: Costruzione dei poligoni regotari di 19 e 37 lati (XXX, 1417155). 
Aman[io\ Di alcune trasforinazioni del simbolo d*operazione 

dx dx dx dx dx 

e propriety di alcimi determinanti che derivano da queste trasforniazioni 
(XXI, 1 10-144). 



aS 



Bitf.ion(» xATnuTtcji. 



JmoJea: Sulle coaichc bitingenli a dii« i:uf\jche (XXIV, )46-};)). 

— Sopra tin psrlicolire cootictso {2, I) con due punti siiigoUci e doe retK 
singoUri (XXV, )ii-)}3). 

— Fa^i di oiitogtifit binari« e rapprcHauciaae geometric* AegH eleincoti 
immaginari (XXV[, ]6)-]6S). 

— Sugli demeati uniti reali deJle omografie Wrnane (XXVII, 4t>-47)- 
Andrtasi: Studio analitico delle trc cubiche cicUche (XXX, I4i-i8b). 
Attdrniii: Sopra una propriety Mngolare di alcuni nunKii dipendente dal nnema 

pariico!are di numeruione ncl quale sono scritti (XXVI, )i}-)i6). 

— Oiservaiimie ad una Nota del donor Gambioli (XXVIU, 4j). 
Angetitti'. Sul poteiuiale e suH'atirazione di un anello i: di una piasm circolare 

soitile c uniformc sopra un punio non ocfupito del sua piano, secondouiu 

poteiua inters qu^ilunque della distama (XXI, 68-91). 
Bagntra: Sopra i dewrmiaaoli che si poMono formaie cagli ste^si a* elemenli 

(XXV, aaS-aji). 
Banal; Su alcuni parametn difiecenxiali di 1° ordioe (XXX, 3)S-34'>)- 
Saroni; SuperHcie £ in cui la somnu dei raggi princip.ili di curvaiura fc (iropot- 

zionale alia distanxa di un punto fisso dai piano tangeme (XXVIU, j4^}74]. 
Saiiani: Sopra un problema di analisi infinitesimale delle curve piaae (XXII, 

HI-216). 

— Nota di Gnenutica (XXHI, 80-88). 

— Sullccun-e r'"cos«6 = a- (XXiV, 13-43). 

— Curve plane derivatc (XXIV, 37I-37S)- 

— Sopra una tras format i one d'iniegrali deliniti (XXV, 333-214). 

— Sopra ant formola di analisi (XXV, za;-i27). 
BattagUni: Sulle forme temarie bilineari (XXI 50-67). 

— Suite forme quaternarie bilinear! (XXI, i93-}ia). 

— lutorno ad uo'applicaiione della teoria delle forme binarie quadraiiche 
airimegriiione diiU'equKtone differeiiziale oUiiiica (XXIV, 118-140). 

— Sulle forme binarie bilineari (XXV, 281-197). 

— Geometria Analitica cariesiuia (XXIX, }-)], 9l-i}3, 19J-2]}, 298-)})). 

— Intotno ad una serie di linee di i" grado (XXX, 187-299). 

Btrnardi: Cinque teorcmi di I'oligonometria rL'ttilinea e due teoremi di Poligo- 
DOnietTia sferica (XXIX, 63-67). 

— Alcuni [eoreiiii di PoIigoDomeiiia tetiillDea e sferica (XXIX, 173-194). 
Btiic; Sull'integrale del prodotto di una funzione razio;tale pel logaritmo di uai 

funaioiK raMorwle (XXV. Jj6-3ba). 
Btttaxxi: Sui conceiii di derivazioite e d*inti.'gnuione delle fuiuioni di pid varia- 
bill real) (XXII, 133-166, 100). 

— Sulla derivala toiale delle funiioui di due variabili Kali e 
delie derivaaioci (XXVI, it-ja). 

Bianehi: Sulle curve a doppia curv.itura (XXI, 111-233). 
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— Sopra alcune classi di sbtemi tri{ili ciclici di $uperiicie ortogonali (XXI» 
27S-292). 

— Sui sistemi tripti ciclici di superficie ortogonali (XXII, 333*373). 

— Sopra una propriety caratteristica delle superiicie ad area mininEia (XXII, 

374-3# 

Bijfignandi: Dimostrazione di un teorema di D u p i n e sua applicazione (XXVIII, 

202*208). 
Bonacini: Sul moto di un punto attratto da due centri fissi secondo la legge di 

Newton (XXVII, 352-370, XX VIII, 44*51). 
— Sulla separazione delle variabili nelle equazioni del moto di un punto sog- 

getto all'azione di due centri fissi (XXVIII, 132-137). 
Bonaventura : Sul teorema di reciprocity della teoria dei residui quadratici pei 

numeri interi del campo (i, i yi) (XXX, 221-234). 

— II teorema di reciprocity pei numeri interi complessi e le funzioni lemni- 
scatiche (XXX, 300-310). 

Bonolis : Di un nuovo e semplice modo di sviluppare i determinanti di grado qua- 
lunque, e sua applicazione alia ricerca della risultante di due equazioni qual- 
sivogliano (XXI, 336-342). 

BorletH: Area delle superficie curve (XXII, 207-210). 

Br$glia : Sopra due teoremi del prof. G e b b i a (XXVII, 303-317). 

— Relazione tra i raggi di curvatura in punti corrispondenti della curva delle 
componenti radial! e della curva delle grandezze (XXX, 344-348). 

Brioscbi: Sulle propriety di una forma biquadratica (XXII, 130-132). 
Burali'Forti: Sui sistemi di coniche (XXIV, 309-333). 

— Sui sistemi i volte infiniti di quadriche (XXIV, 334-345). 

*— Sopra un sistema di curve che dividono in n parti uguali gli archi di cir- 
colo che passano per due punti fissi (XXVII, 153-163). 
Catnpitti: Sulla distribuzione delle correnti sulle superficie (XXVI, 377-380). 
Cantone: Un teorema sopra la cubica gobba (XXV, 42-44). 

— Aggiunta e modificazione alia Nota: Un teorema sopra la cubica gobba 
(XXV, 182). 

— • Teorema sulle curve gobbe (XXV, 303-304). 
Captilil Alcune formole numeriche in relazione alia teoria delle operazioni di 
polare (XXI, 34:3-354). 

— Sull'integrale dell'equazione alle derivate parziali di Laplace (XXIII, 
I23.i$7). 

Carrara : Coincidenza dei due metodi di approssimazione di Newtoife La- 
grange nelle radici quadrate irrazionali dei numeri interi (XXVIII, 39-42). 
Cassani: Intorno alia superficie del 111° ordine (XXII, 51-61). 

— Geometria pura euclidiana ad n dimensioni (XXIII, 1-19). 

Castrilli : Proiezione stereografica orizzontale di un emisfero terrestre. Metodo di 
costruzione (XXX, 31-34). 
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Catalan: Letters al Hcdatlore (XXV, jii-ju). 
Ctrto: Sui poligoni puni scmplici (XXIII, }66-567). 
' — Suite forme di j" gntdo generate da due forme elemei 
c di 1° grado di un plino o di uiu stctlu (XXVI, 4i-4S)> 

— Sull'n-JgODO inscrino isoclino in ua n-^tgono piano Mmplice dxio (XXVI, 
46-60). 

Cisiro: Intorno a talune funzioni isabariche-omogenee (XXU, )}-43. 166). 

— Elliue o iperbole? (qu:stioni di probabiliii) (XXII, 44-46). 

— Alcune elenieiitari propriety 'ds'i gruppi piii volte traniiiivi (XXll, 47-49). 

— Reinar(jui:s lur les fonciians olomorpbes (XXII, 191-300). 

— Studio di tra^vifrsili (XXII, 340-243). 

— Sairinversione delie identiti aritraetiche (XXIII, 168-174). 

-- Gli algoritmi delle funiioni acitnieticbe (XXUt, i7>-i8i). 

— Determiaami in ariimccica (XXIIl, 181-197). 

— A proposito di an probleina sullc eliche (XXIV, 46-48). 
; negli iperspuii (XXIV, 49-S5). 

— La rottura del diimaute (XXIV, 114-137), 

— lotocno ad una pretesa dtraojtraxione di termodinaniica (XXIV, 

— Medic ed assintoliche espcessioni in aritmetica (XXV, i-ij). 

— Intomo ad una c!a»e di funzioni aritroeliche (XXV, 14-19). 

— A proposito di uii teoreina di Tchibychew (XXVII, 48>;9). 
Cbini: Una propticti della lemoiscaia di Beinoulli (XXV, Si-Sj)- 

— Sulle superficie a cutvatura media coscaote (XXVII, 107.113). 

— Sopra una dasse di superfide (XXVII, ]6)-27;). 
Ciamberlini: Sul sistema di tre fotrae ternarie quadtatiche (XXIV, 
Ciani E. l Le supcrlicie rigate inereati a una Unea a doppi. 

ilj-164). 

iedi fuiuio]iiaiulagheaUefuniionieu!enane(XXIX,6S.^). 
1 caso di piccole oscilla/ioni di una supcriicie (XXVIII, 




n sistema di fone parallele 



Cianil',: Sopra unaclas 
Civinini : Intomo a 

57i-i79)- 
Croecbi: Un'osservaiione intorno alle coppie 

(XXIII, 89-94). 
Dainelli: Due casi di movimenio tautocrono d'un punio nel vuoto sopra uaa 

curva levigata qualunque (XXIV, 564-570). 
D'Aront: Intomo ad un tcorema di Tchdbychew (XXVL 61-64). 
De Jmicis : Una nuovi ditnostraiione del teotemi fondameniale dilla leoria delle 

fraiioni continue (XXX, 217-220). 
D< Btrardinis: Gcodesia. Sulla determiniiiona di atcune i!tcognite(XXV. )i)-)3o). 
— Le coofdinile geoJetiche ortogonati e U geografiche sulla sfcra e suU'el- 

lissolde di rota^ione (XXVII, 117-152, 318-526; XXVIII, sj-gi. 1)8-135). 
Dt Jonquiirtt: M^moire sur les figures isographiques et sur ua mode unifomw 

de gintration des courbes i double courbuie d'un ordre quelcooque au nioj'cii 

de deux faisceaux correspondants de droitei (XXIII, 48-7}). 
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— £tude sur une question d*analyse ind^termiate (XXIV, i-ii). 

IM Re: Oblique e circoli osculatori alle coniche in relazione con altri elementi 
geometrici di cui sono casi particolari (XXII, 75*117). 

— La quadrica dei dodici punti , e la quadrica dei dodici piani (XXII, 221- 

^35). 

— Suite funzioni di forze (XXIII, 332*344). 

— Un teorenia nella geometria di una certa classe di corrispondenze (XXVI, 
348-351). 

— Escursioni matematiche diverse (XXVIII, 257-282). 
Dina: Teorica d^Ile congruence bimodulari (XXI, 234-269). 

Efuriques: Le omografie cooiche negli spazi ad n dimensioni (XXX, 31 1-3 18). 

— Le omograiie armoniche negli spazi lineari ad n dimensioni (XXX, 319-325). 
Fano : Sui postulati fondamentali della Geometria proiettiva in uno spazio lineare 

a un numero qualunque di dimensioni (XXX, 106-132). 
Fa^X^'"^* Alcune relazioni fra i semiassi delle coniche (XXIII, 198-202). 
• — Alcuni teoremi di massimi e minimi relativi alle coniche (XXV, ^05-308). 

— Volume di un tetraedro e superficie di un triangolo nello spazio in coor- 
dinate quadriplanari (XXIX, 247-256). 

— Della sfera in coordinate quadriplanari (XXIX, 257-275). 
Gambioli: A proposito di una nota del sig. Andreini (XXVII, 334-339). 

— Sopra alcune relazioni fra le funzioni simmetriche e sopra particolari loro 
caratteri invariantivi (XXIX, 41-60). 

— Sopra lo sviluppo secondo le potenze crescenti di x della frazione -^ 

o 

ove & Oq =5 I (XXX, 35-39). 

— Le funzioni simmetriche, loro rappresentazione simbolica e loro^ caratteri 
invariantivi (XXX, 192-205). 

Garhieri: Introduzione ad un teorica delPeliminazione (XXX, 41-105^ 
Garibaldi: Nuova dimostrazione di un teoreraa di Fcrmat (XXVI, 197-200). 
Genaccbi : (2enni sull'lng. Savino Realis (XXIV, 56). 
Gerbaldi: Sulla forma Jacobiana di tre forme ternarie (XXVII, 33-39). 
Giudice: SuUe funzioni iperboliche e circolari (XXVII, 124-126). 

— Una considerazione relativa alle serie a termini positivi costanti tra le 
quali trovasi quella d'Eulero (XXVII, 345-351). 

— Sulle serie a termini positivi (XXVIII, 283-304). 

— Prodotti infiniti (XXVIII, 305-313). 

— Osservazione alia Nota sui prodotti infmiti (XXVIII, 380). 

— Sulla corrispondenza fra due iperspazii (XXIX, 163- 171). 
Giuliani: Sopra la dimostrazione di una formola di analisi (XXII, 201-206). 

— Sopra la funzione P"(cosy) per n 'on-^i*^ (XXII, 236-239). 
-^ Deirintegrabilit^ di una serie di funzioni (XXIV, 44-45, 333)* 




— Sopn »lcune funtiooi iniloghe alle funzioDi etlindrkhe (XXV. T9S-a03). 

— Sopn cene funzioai analoghe alle sfcriche (XXV, 30}-ai8). 

— Alcune ojsecvazioai wpra le fuaiioni sferklie di ordine lupcHore «I secon-lo 
e sopn altre fuiuioni che se ae possono dedum; (XXVI, ij;-!?!). 

— Aggiunte ad una memoru de! sig. Ku miner (XXVI, JJ4-3S0>, 

— Sulle fmizioui di n variabili reali (XXIX. a;4->)B). 
GrUntuald: laiorno all'animerica dei sinemi numerici a baw negatlva conpartl- 

colare riguardo al listcma niiiiierico a base ncgatit-a decimale per lo studio 
Jelle me (nalogle coU'aritTnetica ordinaria deciroale (XXIU, aoj-aai). 

Guimnrnes: Sur un are dc ellipse de longueur diterrninie (XXX, i;6-i{8). 

Hautsair : Movimenio d'uti panto materiale atmito da due centri risji, secondo 
U legge di Newton (XXIX, 376-397). 

/asm': Soprn una formola di Aronhold (XXI, 3i]-3i6). 

— Svituppo di una Tuiuionc simmctrica mediante le iotnmc dclle poteiue si- 
mill (XXiri, u-}6)- 

Intrlgih: Sui poUgOni iscrlltl e circoicritti contemponineamente a due circonfe- 
remc {XXI, jsj-jjs). 

— Studio geaaieirico suM'ipockloide tricuspids (XXIII, i6;-384). 
Lahindo: Sulle Ckjuazioni che ammetiono coppie dl radid reciproche (XXX, 30^ 

1.6). 
La Maisira: Sopn un teorenia di Ciucliy (XXVIH, j6-}7>. 

— Sulle luccessioni (XXVUl, 141-144). 
LanJiierg,: Lettera al Redattore (XXVIII, 51). 
Lauditro'. Sulla oniologladi due coniche tituate in una stessopiaoo (XXI, 317-333). 
Lereb: Dimonsiration iliftneniaire d'une. farmulc de Raabe (XXVI, 19-^). 

^ Sur line fonction discontinue (XXVI, )7l-}76). 
Levi'. Atcune propriety delta fuperlLcic di rotacione avenie per linea meridianiL 

nna lemniscaia (XXI, )79-)So). 
LoUi: Intonio al problema degli assi delle curve di i" ordine trattato coi metodi 
delU geomctria nuova e della geotnetria acialiiica (^XXVUl, i9)-20i). 

— SuUa relatione del due metodi di soluzione, sincetico ed algebrico-geome' 
trico de! problema degli assi dellc superficie di 3" ordine (XXIX, 87-91). 

Loria'. Suite corrisponderue projettive Ira due piani e fra due spui (XXII, 1-161 

117). 

— Studii suHa tcofia delle coordiaate triangolari e sulla Geonieiria analittcs 
di un piano nello spaxio (XXIV, 164-141). 

— La deliniiione di spuio a n dimeosioai e I'ipoieii di contiauiti del QoHro 
spzcio, secondo lu ricerche di Giorgio Cantor (XXV, 97-108). 

3 di vokme ia uno spaiio linearc qualuuque (XXVI, 96-101)- 
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— Nota su ana classe di determirunti (XXVl, ^l^i)}}- 

— Suite corvc raziooili nonnaU in uno spwioa « dirtien»ioHi <XXVI, JJ4"J47)' 

— L'opera jcientifici di En ore Capot«li (XXVll, i-ji). 

— Di due rappreienuiioni uciivoche dello spaiio rigato sd una fortna Kncare 
di qauta specie (XXVII, ja^-ji;), 

L«;/f : Sul namero dei numeri primi di i id w (XXVI, &6<9$>. 

Malagoli t tfameil Le Tomiok fondiineniali per U trigonotitetrij d<^IU ellissi 

(XXVII, 60-761. 
Utreolotgo: Sull'inaliii indeienninau di a'' grado (XXV, i6»-i7i), 

— Su un teorema di algcbr.i elemcnUre (XXV, 174-178)- 

— General lExazione di ua teorema su{ deterratnanti (XXV, i98-joi), 

— SuU'analisi indeierniinata di 2° grade (XXVI, 65-85). 

— Suirac^^cridonc net moto di un solido latorno ad un pmto faso (XXVtl. 
90-106), 

litKrtng^Basliii ' Del nioto di un ;>unia atiralto di UD centra fuso coit >aiia iorti 
proporricmale ad una poienm dcl'a diitanea, con»*derMe cWne nWW pcrtur- 
bato (XXII, 167-190). 

MarliiuUi: Riceixhe suite curve plane del Terio ordine (XXIII, )7-4T). 

Molh: Sopra una formoU di tennodinatnica (XXIII, 76-79). 

— Sulle forme binarie (XXVII, }27-5}0- 

— Sul siuema di due cubicbe binarie (XXVIII, )jo.548). 

Monlesano : Su due teoremi foiidamentali di Goometria projetliva (XXfll, ]Ss>387). 
Murtr: Suite serie raxionali di supefficie algebriche (XXIV, 106-13)). 

— Sulle seritt di supcrlkie a'gebtiJie di indite 1 e 1 (XXV, )6s-}«S>. 

— Le serie algebriche di superiicie od indicc ; (XXVI, 176-180). 
Nagy: Sal mow di un punto in un meizo resisienre (XXVI, j69-V4). 

— Pondamenti del calcolo lo^a (XXVIII, i-ji). 
Hatitei : Le supetficie ipercicliche (XXVI, 201-135). 

Nieoiemi: Intoma alle luperiicte gobbe di }" grtdo (XXI, 270-174). 

Paiova; Su! problemi delle piccde OKiUazidai cho un filo Ressibile ed ine- 

stendibile compie attdrao *A uni configunuione di cquitibrio (XXIII, 3;}- 

HJ)' 
Paaiulli: Sai conncsii ternari di 3° ordine e di 3* cla»e in involutione doppia 

(XXVI, 1-19). 

— Sui comptesii auociati ad ogni traifomiuione biruionalc dello spaiio 
(XXVIII, 345-IS6). 

— Sulla superiicie del 4** ordine gencrata da due sielJc di piani e da una 
rete di quadriche T^fojeltive fra loro (XXIX, i}i-'53)' 

— Suite [rasforniaEioai multiple associate ad ognl uasfomiazlone plana bira- 
liooile (XXIX, ii4-i6j). 

Pascal: Sopra una formola numerica (XXV, 4;-49). 

— Cattriuiodi gcOtnetrieht di if« jioligoni regolari (XXV, 81-96). 
Rttid. Circ. Milim., t. VII, pjile 2* j 




— SulU rbultaate di un'eonick t 
Clebich) (XXV, isj-ito). 

— Su di un icacenu tul cilcola simbdica 
(XXVI. jj-jS; 103-103). 

Psaao: Deriniitoae gsomctrici dclle furuioni eliittichc (XXVI, 3ji-2j6). 

-- Su U1U propositione rifereaiesj ai deiermiaanti JACobUnl (^XKVtl, S36-3aS). 

PenHteebittti: Sugrintsgrili di^lte equaiioni del iiioio di un punto nutetiile 

(XXIH ,s8-i67). 

— SuUa riduiioae Jelle equui.>Di ditTerenfiali oti'ioiTK 1II3 forma c 
(XXIX. 339-146). 

Pkciali: SuU'equilibrio e sul moto iiiiinitesimo ddk supvrlicie flessibili ed e- 

stendibili (XXX, I-jo). 
Pitri : Sopra akuni problemi riguardanli i fuci dt t:urve c di iu[iLT<kie ilgebri- 

Che (XXIV. ij-13). 

— Intomo ad un teotcma del sigg. BettieWcingirten (XXIV, i^o-joS). 

— Sopra uu teorcnu di Geomcirii 2d » diraeasioiii (XXVI, 1)1-354}, 

— SulU geomeiria proietiiva delle fariite di 4* specie (XXVIII. 109-itt). 

— Sopra. uu probte,ni di Geometria enumeraiiva (XXX L]{-I40). 
Pielroeola : Sopri a'cune pfoprtetl di due triango'i reciproci ri^pelto mi un4 co> 

nici (XXV. 185-197). 
PineberU: Di uni gGnerilluaiione dclla derivaiioae nellc funtionl aiulitiche 

(XXII, 6>-74). 
Pirondini; SuIIe superficic 1e cui linM di curvatura di uu ijjtemj sono piane 

(XXII, 118-139). 

— Su'lc linee di curvatura, e »ulle superficie chi imni^uono una evoluia co- 
mune (XXII. 371-JOj. 377)- 

— ReitiTica di un teorema, e dtmostrazione di a'cuni teoremi geometrid 
(XXIII, 333-319), 

— Scudl georaetrid relaiivi specialmenie alle supL-rnde gobb; (XXUI, 188-331). 

— Sulle supcrride rigate (XXV, 2)-4i, 115-154). 

— Sulic linee a doppia curvatura (XXVl', 104-133). 

— Sulle curve oscu'airici (XXVI, 257-301, 380). 

— Sopra alcune superficie curve (XXVl, 352-362). 

~ SulU trasformaiioni; per raggi vettori reciproci (XXVII, 168-213). 

— Di due superficie rigate che si presentano neilo studio dellc curve (XXVUI, 
92-112). 

— Sulle linee a tripU curvaiura nello jpixio euclideo a 4 dimensio.ii (XXVIII, 
219-1)9). 

— Sulle linee d'ombra di alcuae superficie- (XXIX, 356-376). 

— Nota sulle superficie modanate (XXX. 188-191). 

— tniomo ad una famlglii uotevole di Unse pianc (XXX, 326-343), 
Piltarclli: Le coniche, c le forme Wiuric quidritiche e cubiche (XXI, 19-49). 
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— Tcorcmi siillc foc.ic binariv cubicbe c lofO applicaiion« 
»7o.i79). 

— CauItibtLcionv 1M4 tcoria dollu Ci^uuioni alpebfico-dilTeKniuli 

— Su <]u>1die propnciji dcUe eutvc piuic del )" online fbrniic d\ 

— doppio (XXVJ. I7i-i77>. 

— Un luorema sulle curvH dd }<* ordine (XXVl, jaj-jaS). 
Fariseo: Ricerchc Aritmeticlic conienenii la dimmtnuioae generalc del 

di FcTDiai (XXVII, }7i-}&o). 

— Complementi di PangeomctrU (XXVni, 181-191). 

Viaggi: Sulli similitudine di IriangoU nppartciwnti a due scrie (XXV1U> i 
Vivanii: Alcuni teoremi sullc (uniioni intcre (XXll, nyibi, }78.j8o). 

— Sulli; furuioni intcre trjscendenti, (XX.im 96-132). 

— Ricerche suUe funtioniunifonnid'un piii)U)anaiitico(XXV, i^7>> 
)li). 

— Nuove ricerchc sulle funiioni intcre (XXVI, }0}-)i4J. 

— Un problema d'algcbra (XXVll, iig-i}!). 

— Os«rvaiitMii sulla Nota. del DoiWr Varisco (XXVIII. 24o>. 
Zanolli'Biance: Ptopriet* curiOK dl alcuni numeri (XXII. iO). 
Zecea'. Sopra una clasie dt curve taxionJi (XXV, }})-{SS)- 



(XXIV, 

(xxnr. 



Aot* UBlhemaUoa. 

[Vtdi t. VI, pag. laj. 

TojiE XVI (1892-91) • 

FoHeX Enpfejtion complita et HgDilkation veritable dc 1j nutation initialc. D^ 
monstraiion qui en r£sulte dc la fluiditit iut^rieure du globe. Cons£quci>fes 
analyiiques de celle-ci dans le« fortnulcs de rasironomie (t^s-}^^). 

Kobb: Su( le». nuiima et l« minima des intfgralcs double? (61-140). 

Kech {von): Sur les dtiertninaoU inVinia ei Im iquations diliircntidle* lioiatres 
(217-295)^ 

Lilienthal (voit); Zur Theoric dc! KrQtTimuiigsniaaHes d<r FUchai (t4)-ija}. 

LohnsUin : Noijt uber cine Method* lur nufiKritchen Umkehrunn guwisser Tra- 
Kcndenten (I4t-I4>). 

Millag-Lfgter : Sophie Kovalewsky. Notice bibliograpbi^ue (}$5-193). ■ 

PiutherW. Su[ la g<ia£ration du systtinei r^currenis an inoyen d'urK Equation' 
liniaire dilRrentiellc (341-J6J). 

Poinctri: Sur la polarisation par djtliaciiaii (297<'})9). 

Follirra: Sur les vibrations lumineuscs dans les milicuit bi(^ria)^u (if^-itj). 

Zorawtki: Ueber BicgungsinvarlAnten, Einc Anwendung der L i e'scben Gmppen* 
theocte (f64)4 
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AOkm Soeiatatte Sei«BtliBUP«Bi TemdemB. 

[Fedi t. VI, pag. 50]. 



Sitamngaberichte der KAniglich Preusslachen McMtemiB' 

dfcg WiiMWMiiiillnflten any Bfattr. 

[F^ii t. VI, pag. 65]i 

Jahrgang 1892: Erster Halbband (Jaauar bis Mai)» 
Jahrgangang 1892: Zweiter Halbband (Juni bis December). 

[V^r «■ lifiitfaetnatisdie iiml NaturwissenschaftHche; Mittfleitungien aus den 
Sitzungsberichten der K. Akademie der Wissenschaften 2u Berlin iy]i 



American Journal of Mathematics. 

[Fedi t. VI; prag. 48]. 



Annaes do Chilis l^tar Maval. Lisboa. 
[Fedi t. VI^ pagv so]. 

ToMO XXUI (18^3). 



Annali deUa R. Sksuola Normale Saperiore di Pisa. 

[Fedi t. VI, pag. 50]. 



Annoaire de rAeadiinia Roytrta de Belgiqne. 

[Fedi t.VI,.pag..s^]. 

LIXe ANNfeE (1893). 



Aimuaire pabli6 par le Bureaa des Longitudes. (Paris). 

[Fedi t. VI, pag. 17]. ' 

ANNfeE 1893; /^ 



Annual Report of the Bterd of Hdgents of tile 
gmitlffBenian Institution . 

[Fedi t VI, pag. 51]. 



Annals of IBitliematics. Charlottesvilte, Va., U. S. A. 

[Fedi t. VI, pag. 48]: 

Volume VII (ift92^): 

B&cher: Some Propositions- Concemig the Geometric Representation of Imagi- 
naries (70-76). 
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Boyd: Aa Expression for the Surface of an Ellipsoid in Terms of W e i c r s t r a s s*s 
Elliptic Functions (i-io). 

— A Study of Certain Special Cases of the Hypergeometric Difikreatial Equa* 
tion (i4$-i86). 

Ecbols: On Certain Determinant Forms and their Applications (ii-S^t 109-142). 

— On the Composite (93-101). 

Holgatel On the Cone of Second Order wich is Analogous to the Nine-poiiit 

Conic (73-76). 
fobson: On Gauss's Method of Substitution (65-69). 
Loud: The Coniugation-point and the Application of its Properties to Graptiic 

Constructions C77-78). 
Stone : On Certain Theorems of J a c o b i relating to Canonical Eqaattoos 

(102-108). 



Aiti deU'Accademia Pontaniana. NapolL 
[yedi t. VI, pag. 44]. 

Volume XXII (1892). 

De Benedicts : Commemorazione diVincenzo Janni (83-91). 
Mancini : Commemorazione diAnnibale De Gasparis (37-82). 



Atti della R. Accademia dalle Scienae di Torbio. 

[Vedi t. VI, pag. 46]. 

Vol. XXVIII (1892-93); 

Basso: Parole in commemorazione di Enrico Betti (3-6). 

Castelnuovo: Sulla linearity delle involuzioni piCi volte infinite appartenenti ad 

una curva algcbrica (727-738). 
Del Re: Sopra $ modi diversi di produrre per forme proiettlve la superficie del 

5<' ordine a quintica doppia (420-427). 
D'Ovidh: Di alcuni invariant! simultanei, e in particolare del risultante di due 

forme binarie degli ordini 6** c 3° (20-23). 

— Nuove sizigie per la forma binaria del sest*ordine ottenute con Toperazione 
di Aronhold (i 18-133). 

— Sopra alcune classi di sizigie binarie (447-451). 

— Su varie questioni di metrica proiettiva (566-589). 

— Postilla ad uno scritto di P. Casorati (812-81 5). 

Giudice: Sulla soluzione delTequazione algebrica di 5^ grado con Taggiunta del- 

I'irrazionalitii icosaedrale (664-683). 
Fieri: Sopra alcune congruenze di coniche (289-303). 



Atli dil Crikfto Agn^pagMvi e degS 

[r/tf t. VI, pag. $1]. 

AiRio XIV (1891). 
Amo XV (189a). 



(MifhcmirwclHPhysischc Cbsse). 
[FM L VI, pig. 65]. 

VfEXUMDYIEKZIGSTEft BaKD (1892) : 

EmgiJ: Kleinere Bettrage zor Grappsodieorie (43'S3> 292-296). 

— Die E n yn gnn g dcr eod*icheQ Transfomiatioaeti einer project iven Gnippe 
darch die infinitesima^en Transformitionen der Gnippe (279-291). 

J&wv«: Ueber die Di^fendaIg)ei:haQgea zw:hif Ordnong, dereo CoefficienteQ 

doppel^ieriodisdis Functioaea siod (15-42, 238-268). 
lUl Itemetiiingen za neocfea Untersadiniigen uber die (xniDdiagea der Geome- 

trie (106-114). 

— Ueber etoige neuece gmppendieoredsche Untersachaagea (297-305). 

— Untersuchaogea uber Tra^sladoasflichen (417*472, 5>9'$79). 

Lippsl Ueber Theataieihea and ihren Zasamineiihaag mit den Doppelixitegralea 

Maymrl Zat Theorie der Maiima and Mioinu der Fuoctioneo von n Variabeln 

($4-«S). 
Ikmmamml Analogiei zwischen Hydrod^roimik and Elektrodynaniik (86-105). 

— Das Ostwald*flche Axiom des Eoergietiimatzes (184-187). 

Oslttfold: Stuiisa znr Eiergstik. I(. Gnind^iniea der allgemeinen Eaergetik 

(211-237). 

SdMfers: Verzermog bei perspectiver Abbildaog ebener Figuren (162-176). 

— (jitnmwdiaaren, die anf feder Gtnien eioe Involution bettimnien (269-278). 
Scbur: Ueber die Zarudcfilhning eioes vollstiodigen Systems auf ein einziget 

System gewdhalicher Diflerentialgleichisiigeo (177*183)- 
Siamdg: Ueber die Bah?icanren eioes anf eicer Oberfliche beweglichen Panktet, 

wekhe infiaitesimale Transformatiofien zulasfen (429-446). 
Siaiy: Zar Tbeorfe der Kammei'scheo Goafigarjtioo and der Oftfaogonalen 

Sobititntiooeo (i22»i6i). 
71 wr: Ltneare OmtractioQ einer Flicbe zweiter Ordmsog aus neon Panktea 

($43-5 $S). 



ftOLIOXSCi MAIBIUTICA. 

Baricht* dee nntunr-iinrnnrhnniinti mrirtiMWJfthfMi 
VereinB to Innsbrodlc. 

[ftdi L VI. pag. 47]. 

XVIII. Jahhguk (i838-S9): 

Dantsehtr: Zat CoIlinMlton der GTUodgebilde xweiier Stufe (86-96). 

XIX. jAMftUAMa ItSi^fii and 1890-91): 

Stall : Ucber di; giioiiiv'trhchc BeJemijiig Jer complevcn Elcmeoie der analyliscbcn 
Geometric ()-7). 

Bibliotheca Hathematica. 
[IW/ i.VI. p-ig. ill. 

1S93; 

: U«bcf den Cammenlxr du S i m p 1 i c i U s tu den HIetnenU (6%'^f^ 
Bohyttin: Suf rii:u^Te dc^ Grc;« diii; 'c d6vc'o7pemeiit des mathimutqttes (i-i). 

— Prof^ti stfCMitifs dea scierices nu<>)£inali<iues chi-i let peaples de I'BuFDfte 
(M0.J.4). 

Dkhiimn: Sur lei d^ouveriei mithfrnati-^uei de Wraiitki (48-$!, 8^-^). 
Favara: Scudii itaUani luMa itorU delle niaterntiTclie (67-S4). 
Loria: Cotgettuce e ttcer^he sal''aritmetka depii jiiiiichi Rgiuani (■JT-ioq). 
Sign'. InloriM a"a storia del {iriicipio di corri^pondettia e dei sistetnj di curve 

{n-47)- 
SUiiischneider'. Mischcllen '.at Getchichie der Maihematik (7-8). 

— Die anbhchen Betrbeiter dcs Alinagesi (\i-fii). 

Sultr : Riniset aii5 M a » i i r-c d-D i n 9 E u ,: I i d amgab* ()-5). 
Vivanli: NotKu hiitoriqiic sur U thCorie Jes ensembles (^-ij)' 



Bidrag till KAimedom af Finland* Natnr och Folk. 

{Vtdi t. Vt, pag. 6}]. 

FnMTinN[)nPftR5T.* Maptet* (i8q;1. 



Biliang till Kongl. Svenska Veteaskaps-AkademieDs 
u*. Siockliohit. 



[Frfi t.VI, pag. 6i]. 



PUBBLICAZIOMI PBRIODICHE. 4^ 

Bultotin de la Soci6t6 Philomatiqiie de Paris. 

[Fedi t. VI, pag. 34]. 

HuiTifiMB S6RIE. — Tome IV (1891-92) : 

Axoulayl Propri^t^ des norabres dans la multiplication (71-75). 

Bioeb$: Sur les surfaces r^ldes qui se transfonnent homographiqucment en elles* 

mtoes (136-133). 
ConUJean (L) : Du nombre des chiffres de la p6riodc d*une fraction d^cimale p£- 

riodique ^quivalente k une fraction simple (64-70). 
KcnUgsl Sur les perspectives des asymptotiques d*uiio surface (94). 
Laisant: Sur une curiosity arithm^tique (77-78). 
— Luis-Philippe Gilbert. Note somraaire sur sa vie et ses travaax 

(138-146). 
Tannery: Sur une surface de rc*volutio.i du quatri^iue degrd dont les lignes g6o- 

d^siques sont alg^briques (85-93). 



BnUetin da la Soci6t6 Phyaico-lCaihtaiatiqae de Kaaan. 



Bulletin des Sciences Math^tmatiqaes. 

[Fedi t VI, pag. 60]. 

lie S6RIE.— Tomb XVl (1892); 
Melanges. 

Bioche: Sur certaines surfaces k plan directeur (159-160). 

Delhos: Les Math^matiques auK Indes orientales (93-112). 

Demoulin : Sur la relation qui existe entre les courbures de deux surfaces inverses 

(268-270). 
Grivy: Sur les ^nations' fonctionnelles (311-313). 
KapUyn: Sur une formules pour repr^senter la fonction /„ l(x) de Bessel 

(41-44). 
L§comu\ Sur une question de limite concemant la th^Orie des surfaces (307-311). 
Lerch: Sur une int^grale d'Euler (337-343). 
Lipscbit{ : Fxtrait d'unc leitrc adresscc 4 M. H e r m i t c (206-208). 
Ricci: Rdsum6 de quelques travaux sur les syst^mes variables de fonctions associds 

k une forme diff^rentie'lc quadratique (167-189). 
Saini'Germain (de) : Re:hcrohc du mouvcmcnt d'un point materiel sur une surface 

d^polie (223-229). 
Tannery (J) : Sur une surface dc revolution du quatri^me degr6 dont les lignes 

g^od^iques sont i'g:briqde^ (190-192). 
Tannery (P) : Les autogr.iphes de Descartes ila Bibliothfeque nationale. Hui- 

titoe article (32-40). 

Rind. Circ. MaUm., t VII, parte 2* 6 



|a klBUOT&CA UATEMATtCA. 

— Sur des lettres iniditei de Descartes X I 

— A propcK de U Cottespoada.nce de H u y g >: it : 
ninira : Sur la fonction {> (u) (76-80). 



a Bibliothtque de I'lmliluv 



Comptes Rendus des B6anC8s de rAcad6mie des Sciences de Pari 

[Cedi t. VI, pag. 11]. 

Tomb CXIV (Premier Semestrc 1893). 
N* I (4 jinvier) : 



Htrmitt: Note j 

Poiiuari: Sur ui 



r M. K c 

mode M 



)neck ef (19-11). 

)rmal d« propagation Jci c 

N" 3 (11 lanvier) : 



Jamel: Sur les siries ^ terraes posilifs ($7-60). 

Kaitigi : Sur les riseaux plant 4 invarianti tgaux et ies lignej asymploti4K^ft.^Bl 

(!i-i7)- 
Marhf'. Sur la sirie hypergtomitrique (;4->)). 

Reial: Sur U resistance et les Cubles dffomutions dcs reports en h^Uce (}7-4. 
N" J (i8 Janvier): 

Pjinlrvi '. Sur Ics ii)t<igralcs des ^u^tions diflSrentioilcs du premier Ordre, po^ 

dam un noinbre limits de v.ileurs (107-109). 
Resi^: Nouvclle Note sur U risbtancc et Ics [aib'» d^rumioiioris des res£«3 

en h£lice (99-1 oa). 
Slanlevitch'. Sur un th£ortnie arithmiti^ue de M. Poincari (109-111), 
N" 4 (15 Janvier): 

Fabry: Sur une courbe algibrlque riellc 1 torsion constanie (ij8-i6i). 
Rttal: Sur lei propridlis de U lo'todromic d'un ciiie de rivoluiioo, M Icur iS 
plication au rcssort coniquc (]47-iji). 

N* i (1 Kvricr): 
Phragtnin: Sur urn: •;xlcQsioa du thtor^me de Sturm (aoj-ioB). 

N" 6 (8 fcvrier) ; 
Lit: Sur unc interpritatioQ nouvclle du ihtortme d'Abel (377*280). 
Puinlivi: Sur les intOgrales des e.)uaiion> du premier ordre.qui n'adn^tlent qu'u' 
nontbrc (loi dc valcurs (i8o-i)t}). 

N" 7 (1$ ftvricr): 
.ippdl: Exi:ii-.io]i du Equations J^ Lajjraugc au cu du frottc.ttcm dc gllssc 
mcnt CJ3I-JJ4)- 
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LU: Sur une application de la thiorie des groupes continus ii la thtorie des 

fionctioiis (334*337)* 
Phragmin-: Sar la distribution des nombres premiers (337-340)- 

N° 8 (22 ftvrier) : 

^uUmml Sar les iat^grales alg^briques de T^quation diff^rentielle du premier 
prdre (407-409>. 

Paincari: Sur la th^orie de Tdlasticit^ (385-388). 

Risdl : Sur une interpretation gt^om^trique de ^expression dc Pangle de deux nor- 
males iniiniment voisines d*une surface, et sur son usage dans la tb^or'.e du 
TOulement dc% surfaces et des engrenages sans frottement (381-385). 

N° 9 (29 ftvrier): 

Liil Sur les fondements de la G^om^trie (461-463). 

Tissiramd: Sur une ^nation diffi&rentielle relative au cilcul des perturbations 
(441-444). 

N° 10 (7 mars): 

MnUGermain it Luomu: Sur I'impossibilitd de certains mouvement (525-328). 
SpMrri (jie): Sur le mouvement du pendule conique 4 tige (528-530).. 

N° II (14 mars): 
JtolMH : Sur les engrenages sans frottement ($80-582). 

N® 13 (28 mars): 

« 

Bertrand: Note sur un thdortoie du Calcul des probabilitds (701-703). 
BomsHmsq : Sur le calcul thdorique approch^ du d^bit d*un orifice en mince parol 

(704-710)- 
Gidcbard: Sur les congruences dont la surface moyenne est uh plan (729-731). 
Koemigsl Sur les r^seaux plans k invariants ^gaux (728-729). 
Riqiderl De Pexistence des integrates dans un syst^me difF^rentiel quelconque 

(731-733). 

Rive (ds la) : Application de la th^orie des lignes de force k la demonstration 

d*an theortoie d*eiectroitatique (740-742). 

NO 14 (4 avril) : 

Picard: Sur cenains systhnes d*equations aux d^rivees partielles (805-807). 

N® 15 (11 avril): 

Jahlanski: Sur I'analyse conibinatoire circulaire (904-907). 
PainUvi: Sur les transformations en Mecanique (901-904). 
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NO i6 (19 avril): 

Tresse: Sur les invariants diff^rentiels d'une surface par rapport aux transfbmyp 
tions conformes de I'espace (948-950). 

NO 17 (25 avril): 

LiouvilU : Sur ua probl^e d' Analyse qui se rattache aux Equations de U Dyna- 
miquc (974-977). 

NO 18 (2 mai): . 

Appell : Du tautochronisme daos un syst^e materiel (996-998). 

Hamy : Sur I'approximation des fonctions de tr^ grands nombres (993-996). 

NO 19 (9 mai): 

lyArone'. Un th^or&me sur les fonctions harmontques (105 $-1057). 
Hadamard: Sur les fonctions enti^res de la forme «G(«) (105 3-1054). 
Poincarl', Sur la propagation des oscillations hertziennes (1046-1048). 

No 20 (16 mai) : 

Demoulin : Sur les relations qui existent entre les Aliments infmit^t hnaax de d 

surfaces polaires rdciproques (1102-1104). 
Painlevi: Sur les transformations en M^canique (i 104- 1 107). 
Schlesinger: Sur la th^orie des fonctions fuchsiennes (xxoo>ix02). 

NO 21 (23 mai): 

LiouvilU \ Sur les Equations de la Dynamique (1171-1172). 

Painlevil Sur les int^grales de la Dynamique (1168-1171). 

Spam (di) : Equation approch^e de la trajectoire d'un projectile dans Taire lorsque 

on suppose la r^istance proportionellc k la quatri^me puissance de la vitesse 

(II 72-1174). 

NO 22 (30 mai) : 

Poincari: Sur la propagation des oscillations (1229-1233). 

Serret (P.): Sur une propri^t^ commune k trois groupes de deux polygenes: 

inscrits, circonscrits, ou conjugu^s d une ni^me conique (1254-1256). 
Sparre (de) : Sur le calcul du coeBicient de resistance de Tair lorsqu*on suppose 

la resistance proportionelle k la quatri^me puissance de la vitesse (i 259-1 261). 
Tress$ \ Sur les d^veloppements canoniques en series, dont les coefficients sont les 

invariants difT^rentiels d*un groupe continu (1256-1258). 

NO 23 (7 juin): 

Coculesco : Sur la stability du mouvement dans un cas particulier du probi^me des 
trois corps (i339-i340- 



PmimUvil Sar les groapes discontiiias de sabstitutioos non lin^aires i unc VAmble 

054$-i}4»)- 
Picjrdz SiaT one classe de fooctioa^ analytiques d'uae variable dependant de deux 

cooscaotes rftelles arbitraiies (1310-1312). • 

J^mmcari: Snr rapplicatioo de la mithode de M. Lindstedt au probltoe des 

trots cofps (130S-1309). 
Sgrni (P) : Sor uae propridt^ commune i trois grouped de deux polygones, tnscrits 

diccMiscrits, 00 conjugu^ i une conique (1343-1345). 

NO 24 (1 3 jum) : 

OcAgn€ (jT) : Sur la d^erminatioo' du point le plus probable donn^ par une s^rie 

de droites non convergentes (1415-1416). 
Pmbd^vil Sor les transformations en Micanique '(1412-1414). 
RMfjl Sor le problihne g^n6ral de la deformation des surfaces (1407-T409). 
ScbUsiMfTtr: Sor la thiorie des fooctions fuchsiennes (i 409-1 41 2). 
Fmsdfyl Sur les considerations d'homog^n^it^ en Physique (1416-1419). 

N® 25 (20 juin): 

: Sor U repartition des pressions dans un solide rectmgulaire charge 
sfersalnient (1465-1468). 

: De la loi de correspondance des plans tangents dans la transformation 
des snrCKes par symtoie courbe (1463*146$). 

W 16 (27 jtoin) : 

Bmtttimtqi Des pert u rbat i ons locales que produit aa«des9oas d'elle one forte charge, 
rftpafftie oniformement le long d'one droite normale aux deux bords, i, la sur- 
€Ke soperienre d*une pootie rectangulaire et de longueur indefinie pos^e de 
diamp soit sur un sol horitontal, soit sur deux appuis transversaux equidU 
Slants de la charge (15 10-15 16). 



Tome CXV (Second Semettre 1S91). 
N» I (4 ioillet) : 

: De la nature de la rotation du conteau d*ttn pendule «ur «Oft t^Un «f« 
suspension (28-30). 
StkUHmgtr: Sur les formet primalrei des equations dffreftnfi€M<« tlnAHlrtM iIm 
second ordre (32-34). 

N* 5 (f Ao6t) : 

Dmmmlhn Sor les coorbes tetr»edratfs tymitriqufs (ffOHAl). 

S^ 10 (5 Hjfimnhn) ; 
OiUmSrmm: Sor le cakol dei kybpdiiH d'ordn ^#y4 ()40 )4i^) 
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N° II (i2 septembre) : 

Korda : Thtorie d'un condensateur intercal6 dans le circuit secondaire d*ua iran- 

sformateur (411-413). 
LiouviUe: Sur un problfeme d'Analyse qui se rattache aux Equations de la Dyna- 

mique (403-406). 
Serret (P.) : Sur une s^rie rl'currente de pentagones, inscriptibles 4 une tn^mecoarbe 

gda^rale du troisi6nic ordre, et que Ton peut construire par le seul etnploi 

de la rfcgle (406-408). 

N° 12 (19 septembre): 

Mascart: Sur I'arc-en-ciel blanc (429-455). 

Serret (P.) : Sur une sdrie recurrente de pentagones inscrits k une m^me courbe 
g^n^rale du troisi^ine ordre (436-438). 

N** 1 3 (26 septembre) : 

Mascart: Sur Tarc-en-ciel blanc (4$3'4$5). 

N° 14 (3 octobre): 

Clavenad: Sur les considerations d*honiogdc6ite en Physique et sur ane relation 
entre la vitesse de propagation d*un courant, la capacity et le coefficient de 
self-induction de la ligne (470-472). 

« 

N° 15 (10 octobre): 

Floquet: Sur le mouvement.d'un fil dans Pespace (499-$02). 

PainUvi : Sur les transformations des Equations de Lagrange (495-498). 

Pellet: Sur une classe de courbes et de surfaces (498-499). 

N° 16 (17 octobre): 

Picard: Sur Papplication aux Equations difFi&rentielles ordinaires de certaines m^ 
thodes d*approximations successives (543-549). 

N° 17 (24 octobre): 

Auton'ne: Sur les int(^grales alg^briques de I'^quation difii&rentielle du premier 

ordre (587-589). 
Caronnet: Sur les centres de courbure g^od^sique (589-592). 
Stodolkieviti: Sur le probl^me de Pfaff (592-595). 

NO 18 (31 octobre): 

LiouviUe: Sur les Equations de la Dynamique (646-648). 

Poincari: Sur I'Analysis situs (633-636). 

Vallier: Sur la solution du probltoe balistique (648-651). 




47 
|g»i9( yu i f hii ) : 

4e U DyoAmiqQC (714-717). 

N" ao (14 Boveoibfc) : 

dssse 4e series (790*793). 
(787.790), 

(792-795)- 



qsttie groopes des peramtatioss des « premiefs nombres 

A Ic Gflf«lfi2rs: Dtenmxijidoii da centre des moyeniies distances des 

des d^^loppte soccessives d\ixie ligne plane qoelconque 

K® 22 (28 novcmbre) : 






dt droites (929-^^1). 
if U pr&cataiica d'un Ouvrage relatif lux .nModes 
4e la Mdcmaqoe oileste (905-907>. 
1b mmiiats universels (926-929), 

1<^ 2) (5 d^oembn!) : 

■a pcoUteie d*aiulyse indi^rmin^, qui se rattachc k IVtude 
hirpeffbchsienttes provenint Jes series hyp>ergC\>ni<^nqucs A deux 
(1006-1009). 
: Smr Ics groopes iniiais de tnmslbmutioQs (ioo)-kx>6). 

N° 24 (12 d6cembre): 

: Sw les ^oatioos diff&rentiellcs lincaires ordiiuircs (10^7^1059). 

Ic lieu do centre des moyennes distances d'un poiiw d'une ^pkNv^tSV^ 
otdioaire et des centres dc courbure succcssifs qui Uii corrc^j>owi<'«n <t^^NN 
M>56). 

solotions asyroptotiqucs des ^lutioiis diftVTv-ntiollx-^ <^t^^ 

lOJl). 

N*» 25 (19 d^cembre) — Stance publiquo Anmwllv : 

AHocmion de M. d*Abbadie (iii)>iii9)« 

Cnaiid. Prix des Sciences Matht^nutiqucs : N^. \\ \ x\ \ ^^\^ \ A x^ NS'AiSS^f^^SSVN * 
lOL jofdan, Poincar6, Hemiite, Darboux; Picanl, r(^>^NiMViitA iSS^>^ v>^^N 

FrisBocdin (qoesdon pos^ en 1 888) : M. K »v ^\ « ^ ^i i\ 'tV,ViV^ >»rSSSs v \I»\V VWA 
cui, Dtarboos, Picard, Hermite, JorU^mj A|>|vl'» *^iy>nh1vi^s \ \\\^^ SSV^ 



Prix BordJn: M. Humbert (CatiHuiMsiies : MM. Hcrnille, Darboux, PiurJ, 
Jordan; Poincart, rapporteur) (1116-1117). 

Prix Fraocceur: M. Mouchot (Commuuirei: MM. Hermite, Darboux, 
Jordan, Boussiaesq; Bertrand, rapporteur) (iiz8). 

Programme dbs prix proposes i-our les anm^es iS^j, 1894, 189^ ei 1896 
(itSS-iiiS). 

N" 16 C»6 dtcembre) : 

les surfaces associ^es de M. B i a a- 



e lisisuiice pn^t- 



Casttrat : Sur la d^OTmalion infiaitisitiiale ei 

Chi (iis»-iiSS)- 
Etiiot: Suf \t mouvenKQi d'un poini macifiel daai la cm d' 

tiounelle 4 la vitesse (1161-1164). 
Fomtis'. Criterium de diviiibilitt par un iiorabre quelconque {ia;9-ta6t)< 
Fntnay* (de la) : Mithodc D o p p I e r-F i i e a u. Forinule exacn. Formule appio- 

chie. Evaluation de I'erreur commise (1189-1191). 
Livavasttur: Sur les fonctioas coatigufs relatives i la sfrie hypcrg^omitrique de 

deux variables (ii;5-ii;8), 
Mercadier: Sur la forme gin^rale d« la loi du mouvement vibratoire dans un 

milieux iiotrope (1164-1167). 
Petat: Suf Id systtmes conjugufs et les couples de surfaces applicable (ti$o- 

iiSi). 
Saint Gtrmaln (d«): Caraciire de convergence dei stries (titS-tiS9). 



Com 



mioataonB de la Soci6t6 HathAmatique de Kharkovr, 

[l^fJ! t. VI, pig. ii). 
• DEUTci^Mt SfiRiE —Tomb III. 



Andrltff: Rcpr^-semation homoiyclique de la sphtre sur le plan (}i-4i). 

Chif'. Sur les axes de symMrie des courbes 1 centre du quatribne ordre (i6}- 
.71). 

Ermaioff: Thiorie corapltt- des maxima el minima des fonctions d'une scute va- 
riable ind£pendante (i;i-i6z). 

Grouiintiaff: Contribution i l.i ihiorie des diterrainantx rfcipoiques (94-loa). 

Inufhtntttiv : Risnluiion des Equation) du quitritme degrA fondle sur la tvlaiioa 
honiographique entre scs ratines (2i7-i6i). 

Kortaiii: Tables auxiliaires pour le calcul des iph^'mirides locales servant i U 
diterminition du temps absolu par Is raithode dc M, Zingcr (1J6-154), 

LewUsky: Mfthode dc Gauss pour la determination des distances fbcales des 
lentilles (i7)-i89). 

Liapouno0: Sur la quciiion de la stability du mouvemeni (165-1711. 

Uarioff: Sur une fonction entifere igale au produit de deux striei hypergtomitri- 
ques (151-156), 



PUBBUCAZIONI PBRIODICHE. 49 

• 

Stieloffl Un probltoc de U thtorie de raastidti (i*34)- 

— Sur r^juiiibre des cylindres 6lastiques (42-93). 

— Sur les limites des racines r^eiles des Equations alg^briques et sur leur 
a^Kuatioa (103-12$). 

-* Sur I'^juilibre des corps ^lastiques de revolution (173-251). 

— Sur le mouvemeat d'un corps solide dans le liquide (263-264). 



Bolletiii Scieiitlfique. Paris. 
[Vedi t VI, pag. 51]. 

SBPTIlftME AnN^E (1892-93): 

_t • ax* -f" ^ X -I- c , 

Girard: Etude de la variation de la fonction , , . ,, — -. — ; (150-153). 

fl' X* -{- J' ac -[- ^ 

Jablonsiyl Demonstration nouvelle du thiorfcme de D'Alembert (274-277). 

Leban: Notions sur I'histoire de I'Astronoraie (18-19,49-52,89-90, 120-123, 154- 

155, 188-190, 221-222, 250-252, 281-285, 309-311). 
Lugol: Note sur la chute des corps (248-250). 

— Note sur les lentilles (277-281). 
Maekay: Sur la dScouverte du theorfeme de S tewart (153-155). 
Marque: Note sur la composition des dlplacements dl^mentaires d'un point anime 

d'un raouvenient relatif et d'un mouvement simultane d'entrainement (119- 

120). 



Ballflttano della Society di Scienze Natnrali ed Eoonomlche 

di Palermo. 



Ciompte-Renda aommalre des stances de la Soci6t6 Phflomatiqae 

de Paris. 

[Fedi t VI, pag. 52]. 

AimiB 1892-93 : Num^ros 1-20 (stances du 22 octobre 1892 au 12 aoftt 1893). 



CSomptes Rendus de rAssociation Franpaise 
pour ravanoement des Scienoes. 

[Fedi t. VI, pag. 43]. 

XXInw Session (Pau 1892)— 2« Partie (Notes et Mtooires): 

Bierens de Haan : Renseignements sur I'^dition de la correspondance et des oeuvres 

deCh. Huygens (159-166). 
Coccox,: Des carr^s de 8 et de 9, magiques aux deux premiers degr& des carrds 

de m^mes bases en nonibres-triangulaires (136-148). 

Rend. Circ. Matem.y t. VII, parte 2\ ^ 



f» KBUOTBU lUTUUTUJl. 

Colligaon'. Remirques x'jr Ic choc direct de deux corpi JtntiiiuM (i-7). 

— Problimei sur la corpi flottanci (j'ljX 
FMtninaui Sur la dtronnaHon dci corpi iiotropes ci fqai'ibre d'^Uuicilf (190- 

307). 
Fonttf. Sur h dlvlslOD ariihmitique (pottibiliti de ia ^upprcfSton de oette ope-- 

raiion) (t8>>i89). 
FroIovZ Sur 1« rtiidui quid rati que^ (149-159). 
Gulmii'lesl Siir t'6valuatioo de octtiiaet aiics cOniquM (166-171). 
halsant: Q.ue]quei tcnurtiuei sur !«! courbes unkuria.tei (3)-}i)' 
L«fornM: Su( !ei surfaces d'ligite incidence (171-177). 
Lemolnt: La Giom Orographic ou I'Art tics conitrucdons gtotn^riques ()6-iOO)« 

— RbulUK el thtorttaes divert corcemant U gtomtirie du triangle (101 
HI). 

RitUr: Fftnfoit Vitte, inventeur de I'algtbre roodvrne (tT-a;)- 

— L'algtbre Doavelle de Francois V i 6te (177-181). 

— La trigODomhrie de Francois Vitte (loS-iii). 
Tdrrj'. Figuriiioii de» sjlution^ im^iniiroi renconlriii en gfomftne otdin 

(IJ1-.J6). 



• Cuaoingbam Mamoirs » of the Royal IrUb Academy. Dublio. 
[V^i u VI. pag. J,]. 



Edacational Times end Journal of the College of Preceptors. Londrva 

{l'4di t. VI, pag. ij]. 

New Series. — Vol. XLVI (1S9)) — N. )9i-i9a (January-December). 



Giomale di Soiense Naturali ed Ecoaomiche. Palermo. 
[Vcdi t. VI, pag. si). 



Jahrbuoh fiber die Fortschritta der Hatbematik. Bcrlia. 

[r,di I. VI. p.g. 53]. 

Band XXI (Jahroasg 18S5) — Raku XXII (Jakrgang 1890). 



JabreGbericht der KBnIgl. BOhzniseben Oessllsohaft 

der Wlaaenachaften. Prag. 

{yedi t. VI, pag. sa]. 



Jomal de Sciencias Hatbematicas e Astronomicas. 

[r,.u I. VI. pag. it,]. 



fMKUCiavofm pumbiwi. $i 

ds Vtodkb PoljteGliiiiqw (Paris). 

PuUlft FAR LB OONSEIL D*INSTRi;CTION DE GET J^TABLISSEMEKT* 

[f^edi X. YU pag. i6]. 
LXIII««« Cahier (1893): 

AuUmiui Sur b Uaiit^tioa 4u degr^ pour les tat^graios alg^brUuei de j*^uation 
diffbrentielle du premier ordre. (Premier Mimoire) (79-183). 

Oeagne {dTj : Sur la d^terminatioa g^om^crique du poiac le plus probable donad 
par un systtae de droites non convergeates (x-25). 

Vasdiyl Sur fiat^gratioii des Equations difii^rentieiies lin^aires* A coefficients con- 
stants (J9-77). 



JaamBl da Math^matiques pores et appliqu6ds. Paris. 

[FediU VI, pag. 31]. 
Tome VII. — Ann£e 1891 : 
App$lll Sur les fooctions p^riodiques de deux variables (157-219). 
Cilliriirl Lois des chocs moUculaires (109-155). 

— Sur quelques effets des tremblements de terre (271-352). 
Hitmhtri: Sur la surface desmique du quatri^me ordre (353-398). 
Ribaueour: Mimoire sur la thiorie g^nirale des surfaces courbes ()-io8» 21^270). 
WilloiU: Etudes sur Temploi des percussions dans la th^orie du mouvenicnt d'un 

solide ptong^ dans un fluide (399-431). 

Tome VIII. — Ann^b 189a : 

AppdTl Sur l*(qiiation 3-^ — —L = o ct la tWorfe de la chaleur (187-216). 

C^»* Qy 

Dubsm: (]ommentaire auz principes d« la Thermodynamique (269-330). 
Hadamard: Essai sur l*6tude de^ fonctions donn^es par leur d^ve'oppement de 

Taylor (101-186). 
JMmmkil Thtorie des permuutions et des arrangements circulaires complttt 

(331-349). 
Jordanl Remarques sur les intt^grales d^fmies (69-99). 
KM\ Sur la th^rie des fouctioas algebriques de deux variables (385-419). 
Uvy (L.): Sur les syst^mei tri^IemMit orthogoniux oti les surfaces d*ttne m^me 

iamille sont dgales entre elles (351*383). 
Picard: Sur le nonlbre des ractnes communes i plusieurs Equations simultan^es 

(S-H). 

— Sur certains systtoes d'^quations aux d^riv^es partielles gi6n^alis«fit les 

Equations de la th^orie des fonctions d*une variable complexe (217-232). 
Paincari : Extension aux nombres premiers complexes des th^or^mes de M. T c h e- 

bicheff (35.68). 
RitmrMml Sur les invariants de quelques Equations diffl'rentielles (233-268). 



SI DIBLIOTECA lUTBMATICA. 

FaUit-pDiusiit (dt la) : Kechcrches sur la convei^DCe des intigrale* dtlinitt 
(431 Mfi/)- 

Kithematiscbe tmd naturwisseoschafUicbe HittbeUungen 

aus den SitsEuiigsl:>erichten 

der K. Akademie dcr WissenBcbaflea zu Bertin. 

{fWi t. VI, pag. «j. 

jAaRCANG 1S91: 

Du Sois-Rtymond ; Maupertius (339-178). 
Fuchs: Ueber lineare DitTerentialgleichungCQ, welche von Panmetern unabUngige 
Substilulionsgmppen besiBcii {l7-)6). 

— Ucber die Rcbtioneni wekhe die jwischen jo zwei slnguUren Puaktcn 
erstrtclncn Intcgrale der LOsmigwi linearer Differential gleichun gen mit dea. 
Coefficienten der FundamentaUtitntitutionen der Gruppe denelben veTbindea 

Gerbardr. Desargues und Pascal Ober die Kegelschaitte (4)-64). 
Httmholt^ (von) : Das Princip der kleinsien lA'irkung in Jcr Elecirodynamik (187- 
103). 

— Electromagnerische Tlieorie der FiTbenierstreuung (499-515). 
IVeUrstrats : Bericht uber den Fortgang und die Beendigung der Herausgabe voa 

Jacobr* Werken (1). 



MUanges Hath6matiques et Aatronomiqnes tir^s du Bulletin 
de rAcaddmie Irop^riale de St.-P^terslraurg. 

[V,di I. VI, pas. 571- 



SUmoires de l'Acad6inie Imp^riale des Sciences de St.-P^tersbourg. 

in,Ii t. VI, pjp. i8]. 

Tome XXXVIIl, N" 8 (9 octobw 1891): 
Daciluad: CaUuts et recberches sur b comite d'Encke (1-60). 
Tome XXXVm, N« 9 (4 dtcembre 1891): 

Markojf: Sur let nombrcs cntiers dipendanit d'une racme cubi^ue d'tin iiombrc 
entier ordinaire (1-J7). 

Tome XXXVITI, N" 11 (17 ftvrier 1891): 
Baeklund: Ueber die Bewegung einer gewijsen Gruppe der kldnen Planeccn (t->4). 



PUBBLICiLZlOMl PERIODICHB. $3 

ds ki Sactaon ilathftmntiqne ds la SociM6 
6m WUbarwMaitim da ki Nocnrelle RuBsie. Odessa. 

[Fedi t. VI, pag. 58]. 

Tome XIV (1892): 

Jtadiki: Sur ia thtorie du refroidis^ement seculaire du g!obe terrestre (83«i54). 
Sdligerl Atis dem Gebiet der Geometrie und Mechanik (i5$-i9i). 
^MesMmsii: Zur Theorie der Methode c<er klcinsteti Quadrate (201-264). 
.SUurhifl Poor la thtorie des ^uations lio^aircs (191-200). 
ZamUhtwsky I Des lieuz g^om^triques dans la theorie des axes de rotation (5-82). 



m i nciii^ e s da la Soci6t6 Royale das Sciences de Liftge. 

[Vedi t. VI, pag. 58]. 



of tba National Academy of Sciences of Washington. 

[Vedi t. VI, pag. 54]. 



Memorlas y Revista de la Sociedad Cienttflca 

c Antonio Alzate »« Mexico. 

[VM t. VI, pag. 3s]. 

ToMO V (1891-92): 

Jbragdml Obsenraciones relativas d la ensenanza de la Trigonometria y conslde- 
raciones acerca de los cdlculos nura^ricos (69-95). 

ToMO VI (1892-93). 



n NuoTO CSimento (Pisa). 
[Vedi t. VI, pag. 54]. 

ToMO XXXII (2** semestre 1892): 

Belirawu: Gonsiderazioni sulla teorid matemitica del magnetifmo (50-5H, 1 1 )»i io)» 
C$rruii: Sulla deformozione di una sfera omogenea Isotropa (pcrdiitl npiinUnitntl 
dei puntt della superfide) (121-133). 

— Sulla defonnazione di una sfera omogenea isotropa per dnio fnriiu ii|t|tli« 
cate sulla superficie (193-215). 

FolUrra: Sut principio di Huygens (59-65). 

ToMO XXXIII (i^' femettre 1893): 

drruHl Sulla defonnazione di un involucro %Uirko liotropo pi^r lUll ii|tmUhti»Hll 
de' punti delle due superiicie limiti (5-141 49M^')' 

— Sulla defonnazione di us involucro fCirUo liolropfi pir »Uli fHHi* tiMi^HH 
solle due super&k limid (97-io6» i4)'f)l» K^ft-iOif ftf^*#M)) 



;4 niBUOTBCA MhTEMATICA. 

Mitggi: Sulle pcoprict.X foniimentjli delta fmuione potenzijk n;lli Imnwdliu 
prossiiTiiti e aeireMcniionc JeU'Agente (77-83, 106-11;, ]49-i;9). 

Noeti'oli'. Sopra alcuni casi Jcl problema del De St. VcnanT integnbili me- 
duate le fuiuioni ellitiiths e Ti nppreteiiEulone confonne (io3-a2i). 

Pieciali: Sul problems di A p pell della trasfornuiione delle e<]uuioni delU 
dinamica (141 •349). 

yolUrrt: Sul priocipio di Huygens (j»-j6» 71-77). 

Memorie della R. Accademia delle Scienas deU'Istitato di Bologiu, 

[r<i,-i. VI. pag. i4). 



Hemoria della SocietA ftaliana delle Scienze (d>rtid dd XL). 

[I'edi I. VI, p.ip. 4)]. 

Serie m.— Tomo IX (189}). 



HittaUungen der Mathematischeo Gea^achaft in Hamburg. 

[JWi t. VI. pag. S4l- 
Bamd III, Hefte 3, }. 



NIntvr Archief toot Wisknnda. Amsterdam. 

{^edi L VI. pag. j6J. 
Deel XX (1895): 
Dorslen (van): Over de ■ AnalysU Situs ■ (ii}-li6). 
. Etcbtr: Over eea vrja^tuk vao de confarDie afbeelding (tii-it}). 

I Godtfroy. Over het atleiden van tegelvUkkeQ van den derdeo en vierdea gratd 

I ui| dc transforiiii.iie van den drliel (108-111). 

i Gmvelaar: Over de ondeelbwe deelers van *' — 1 (7-ii). 

L KapUyn: Over Bessel'sche Functiea (116-137). 

■ Kluyvtr', Over eae CoepAising v^iti de iheorie dcr biaaire vormen (97-99). 

H Kortewig : Over de ItoJcubei g'sclie nioJcllea vio kubischi oppervlAkken n 

H hisiorijche inleidiug (63-96). 

H Moort: 8«rckeiiing van de buiiidnrdc Waarde cener bepaalde iii:«gria[ (t39>3i, 

H Sfhouli: Over de regehnitige licluraen en de groepenthoorie (100-107). 

^^^^^ tVtttum {van): Over de wecten via bewurking, waaraaii Je eenbeden 1, / en 

^^^^^L van Hiinilloii zijn oiiJerwur^icii (1-6). 

P Ami 



Nouvallea Annalea de Hathimatiques. 

[y^di I. VI, pag. 39]. 

Tome XI (1893): 

Amigati : Dimonitraliaii analyti^ue du tb£or6me de M. R o u c I 
sysitme d'iquaiions algibrlques du premier dcgrt (47-48). 



riUrif 1 I 



» 



— Va» sni on probltme d'algfebre (245-149). 

— TbIottaK wat In foycn d'une courbe quelconque (i6)-i67). 
^wtomari: Snr tin Atettet de gtomAtrie aoalityque (2i2-ii6). 

^ffUli Sor Itl cooba doat lea Ungentcs appuriennrat i uo cornplne lioitire 

AOorl Snr qnelques pn^rittis des coarb«s planes unicunales du rioijiintc ordrc 

(376-288)- 
AMte«|iir: Note Mr Us larfices t giniratrice circuUire (iS9*i6))- 
CarvaJU : La milhode de Grassmann (8-)7)- 
Fafjom'. Snr le qiudrilitto (41-47). 
FoikW: Snr les ceidei qni toochent trois cerdu donni* ou qui les coupent sou* 

nn an^e donni (M7-244. ni-H9i 404-4>4)- 
Fwrat: Snr le thtorbne de Sudan et Fourier (83-88). 
Jmtmti Sttr ki ttries i tennei p<»iti& (99-io}}. 
Latsami: Constructions et forroules relatives au triangle (309-iiz). 
: Snr rtlimuutioD ({-7). 

Mraomttadoa simple des formules qui servent au calcul des tables de I<^ 
IS (119-iao). 

Lifhfnl La symfttrie en coordonnies polaires (}02-)i4, }5)>;74). 
Ltmatn\ Sut le centre de courbure de la parabole (98-99). 
t t me i n * '. Application d'une mfthode d'£valuatioa de la simplicity des constructions 

i la coDqaraisoD de qnelques solutionsduprobltmed'Apollonius (45}- 

474). 
htuthwr: Snr le lieu des sommets des angles constants citconscriis ou normaux 

i une ipicyclotde (374-384). 
A&ilo: Sur le ulcu! par approiimation des racines des iquatioiu numfoiques. 

ModilicatioD de la fonnule de Newton (169-178). 
Mangtat: Sur I'lnterscctioa d'un tore et d'une quadrique (}i9-;a6). 
tiiraj : Sut U discussioa et la classificatioo des surfaces du deuxiime degri (474' 

jog). 
Molenbrxh : Sur quelques propri£t£s du triangle (iai--47, i79-i99)- 
Uoutari: Sur !es courbes du troisiime degri (ii3-ii;). 
Oeagne (d*); Sur uqc clisse particuliire de series (sa6-sja). 

— Sur la correlaiion entre les systttnes de coordonnies ponctuelles et les systfe- 
mes de coordonii^es tangentiellcs (70-7;)- 

— Sur la construction de la parabole' osculatrice en un point d'une courbe 
donnfa (336-];o). 

— Snr la construction des cubiques cuspidales par points et tangentes (3S6- 
)9«)- 

— Sur le centre de courbure des podaires et des antipodaltes (531-534). 
Ptano: Sur le thterime general relatif Ji resistance des intigrales des iquations 

difflrentielles ordioaires (79^3). 



r 



PaUus: Sur les ceatret di: courbure <')84-)86). 

JtdVttr: Sur une contttuiriion du cemrc dj courbure de rdUpse (}34-)i6). 

— Coa«irueiimi du dkiiiti: poinc d'une quadrique (239-191). 

— Sur nn thiorime analogue i celut de C a rn o I ou gteinltntioa dn Ate- 
rtnie de Jean de Ccva (}49-}ii)- 

Souehi: KoiiM sur C Girono |.it^M>)- 

Saint-Grmuti* (it) '. Sur U convergence de* liries {367-168), 

— Mouvemeat d'un point point attiri par ud point Gxe suicanl ta tof de 
Newton (89^7). 

Sigvitr: Sur la lirie de Fourier (i99-]Oi). 

Strvitis : Sur la courbare daru les lecttoni cooiqaes (4x4-428^ 

S^ktl: Sur la giomiirie ciainu-tique <26S-i76). 

Ttrry: Sur les figures 6quipolleftiei (3}i-i}9). 

7VcM« : Sur I'inteneaion de deui qoadriqucs dam te cas oA ellc le itcotBfOK 

(116-117). 
FalJts: Sur la Gtomttrie du triangle (349-aio). 

yogi'. Siir les angles et les dittaacei ea coordoanies trilin^rts (t4&-ii8). 
tVsrent^of: Sur I'ilimiriatioa (191-199), 



Ofrandgt af Fimka Vetsoskaps-Socieieteiis Fflrlumdlingar. 

[raU t. VI, pag. bi\ 

XXXIV (i»9t-9i>. 

: Rototdragning nr subsiitutioner (iS-jj). 

— Om ta'ens dclbirhet fto9>t6i). 

— Ea netod fftr upp!frsaade *f lal i fahtorer (})4'176). 
S tia m tt rt Sotu om en an an fcametrHki interpreten etemeatea I de eIRfdda I 

latcgntema (joj-iio). 
TUIfcM: Einigf Anwe.vloiigen der Tbeofie der e'liptiichea Faactiaaen nf J 
Ao^abea d« Medunik (i6}-t84>. 



WrvtXM. MATDiA-TTCISO-PKITRODKICIY. KrakiW, 

[FtJi I, VI, p»g.6jj. 

Philosoplucal Transacttons of the Royal Society of Loadon (A)- 

[r.M I. V!. i-ig. 4::. 



Proceedings and Transactioas of the Nora Scotiaa Institute 
of Science. lUIifai. 
;;VJ. :. VI, pig-cj; 

StCOXO SuiES. VotUXX L P^KT 3. 



PUBBLICAEIONI PERtODICHC. 



Proceedings of the Cambridge PbiloBophical Society. 

[Fidi t. VI, pag. 64]. 

Volume VIII. Paet L 



Proceedings of the Canadian Institute. Toronto. 
[fedi t. VI, pag. 61]. 



Proceedings of the London Mathematical Society. 

[Cedi t. VI, pag- 62]. 

Vol. XXIII. — Twentv-Eighth Session (1891-91): 

Ball: A Newtonian Fragment re'nting 10 Centripetal Forces (226-131). 
Burnsidi: On a Class of Aueomorphic Hunclions (49-88). 

— On the Form of Hy pet-elliptic Integrals ofihe First Order, which are Expres- 
sible as the Sum of Two Elliptic Integrals (£7i-i85). 

— Further Note 00 Auioraorphic Functions (181-295). 

CayUy: On Clifford's paper a On Syiygetic Relations amony the Powers of 
Linear Qu:iiiiics n (9^10,0, 

— Oa the Aiulytical Theory of the Congrueocy (i8}-i88). 

— Note on the Skew Surfaces ipptieable upon a given Skew Surface (117-11;). 
Culvtrwill: Researches in the Calculus of Variations (141-165). 

Ellialf. Notes on Duaiistic Differential Transformations (188-101). 

— A Proof of the Exactness of Cay ley's Number of Seminvariaats of 1 
Given Type (298-504). 

Griffiths : Note on Finding the G-poinis of a Given Citic with respea to a Given 
Triangle of Reference (96-99). 

— Note on the Algebraic Theory of Elliptic Transformation (a7s-28i). 
Hill: Note on the Motion of a FluiJ Ellipsoid under its own Attraction (88-95). 
Honon: The Harmonic Function; for the Elliptic Cone (1)1-240), 

Jeffrry: On the Classificatioa of Binodal Quartic Curves (18-48). 
Lariaor (A): On the Contacts of Systems of Circles (135-157). 
Larmor(]): The Equation of Propagation of Dijturbances in Gyros latically Loaded 
.Media, and of the Circular PoLiriiition of Light (127-155). 

— The Simplest Specification of a Given Optical Path, and the Observations 
required to determine it (165-175). 

MncMjhon : Applications of a Tlieory of Permutations in Circular Procession to 

the Theory of Numbers (505-515). 
Mathewi: Note on Di rich let's Formula for the Number of Classes of Binary 

Quadratic Forms for a Complex Determinant (159-162). 
Morrief. Second Note ou a Q.iiaternary Group of 51840 Linear Substitutions 

(31J-217). 
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Rahtrii : Oa c*n>la QuRrtic Curvet o( the Faunti CUti. «nd the Poriim of ihe I 

Inscribed anJ Circumicnbed Polygon (igi-ait)- 
Slory : On a Operator wich produces all the CoviruQK and lnviria:m of Mf I 

System of Quanlics (165-272). 
Tanii*T: Now on Approtimite Evoluiion (19J-197). 

Proceedings of the Royal Irish Aoademy. Dublin 
[yedl L VI, pag. 19]. 

Third Series.— VoLtwi ll (1891-9J). 

Tarleton: On » Problem in Vonei Motion (617-613). 



Prooeedinga of the Royal Society (London). 
[F>Ji t. VI. pag. ,i]. 

Vol. L (from Jime 4. 1891, to February jj, 189J) — N. joa-jo?). 

Burbury. On the Colliiioa of Elutk Bodiei (t7}<i79). 

Hill: On Ihe I.ocut of SlnpjUr Points and Lines which o<:cur !n connesion witki 

the Theory of the Locus of Ultimnte Interteciioni of » System of Surfaca 

(180-186). 
TtomitH : On Some Tost Cases for the M 1 x w c 1 l-B o 1 1 1 m 1 o n Ooctrbe le- 

^arding Distribution of Energy (79-3S). 
— On Instability of Periodic Motion (i9C»oo). 



Vol. LI (from March j, 189a, to May 19, 1891) — X. }08-}i4. 

Btnnett: On the Residues of Powers of Numbers for any Composite Modulus, Real 

or Complex {4ja.4S))- 
Dym*: Tha Potential of an Anchor Ring (448-4 ;i). 
McAulay : On the Mathematical Theory of Electro- magnet ism (400-404). 



Vol, Lll (from June 1, 189a, to February 9, 189J) — N. )i}-3ao. 

Htivisidt: On Operators in Physical Mathematics (i04'-ja9). 

HiffUlty: On Current Curves (aiJ-a66). 

Larmor'. On the Theory of Electrodynimics. at affected by the Nature of the H^ 

cbanical Streites iu Excited Dielectrics (h-66). 
MacMahuH: Memoir 01 ihc Theory of the Compositions of Nurabera (i9o>l94). 



Raocolta Katomatioa della SooieU Hatematioa dt Homm. 

[^(Ji t. VI. pag. S9]. 



FUBBL[Ca110N[ r RRtODICHG. 

RMidkMoatl dslla R. Aocftdsmia dsi Linoai (Roma). 

[Ftdi t. VI, pag. 17]. 

Sehie V. — Volume I (1S93) — Prdio Semestre: 

Mirsmt: Sutre»pretsioiie analitica del prlncipio di Huyf^cm <99-)oS). 

— Osservazioni su una Nota del prof. Morera (141-142). 
Captlli: Nuova dimoairaiione del teorcma suUo sviluppo per polari dclle ionOB I 

algebriche a pifi serie di variabili (3-9). 
CaiUlnuova : Sulle ttasfonnazioni Crenioni ane del piano che ammcitono una curva ] 

fissa {47-50)- 
Fralllni: Due ptoposizioni dcHa teoria dd oumeri e Loro interpretazione gcorofr- J 

trica (5t-S7). 
Mareolongo: Risoluzione di due problemi relatlvi alia deformazione d'una sfen J 

omogeaea isotropa (U5-H})- 
Morira'. Soluziooe gcnerile detle equa/ioni indellnilc dell'equilibrio d'ua coipo J 

eontinao (i}7-'4i). 

— Appendiee (ajj-iJ4). 
Padova: Sulla teona della capillarity ()3E-13^)- 
Pittcherh: Sulle forme differenziali Uneari (173-378). 
PttX*tti: La iegge dt probability degli erroti d'osservajcione (jSo-jSj). 
Sella: Sull'aitt.uione del corpo di tnassima aitrozione al seeondo poto();o-;)6}. I 
ToneUi: Sulla cisoluzioae della cODgruecia x'^c (niod^*) (116-120). 

m ()-"). 

^^ — SulJe deformationl inliDitesitne delle superfide (lesslbill ed iaeffindTMU 

H (41-48). 

^H — SulU trasformnlAie dl Bicklnntt pet ibteml TrfpH ortogonali pseudo A 

^H sferici (i;6-t6i). 

"SrfoKAi: Gli iniegrali algobrici dell'eqaaeione di Lami (327-331). 

Dii Re : Sulla superllcie del }" ordiae dotala di cubica doppia e punio Iriplo (lyO* I 
176). 

— Ancota della superficie del 5°ordine con cuMcadoppIs epimtOtrfpto(ao]- I 

>I0). 

— Alire proprieti relative alia superiicie de! 3" ordine 000 etrtrin duppia tl 
punIo triplo (343-348). 

— Sopra akune variety della luperflde del }* online con cablca doppfl b1 
punto tfipio (378-385). 

Frattini: A compleracnto di alcuai leoretni del sig. Tche bich eff (flj-91). 
Montesano : Sa doe congrncnte di 2" ordioe e di 6* dasse C77-8j), 



Sehib v. — Volume I (1&91) — Secomdo Suostu: 
nrW: Salla trasformasione di B3ckfand per le mperiide psemloaferieltc 
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Pasta!: Sullc jis coniche coordinate *Ui ..urva pUna generate di 4° ordine (jS;- 

— Ricerche jugH iggmppamenti fomuti colle }i; coniche 
cun-a piana genetalc di 4" ordiue (417-41)). 

ScmlgUana: Sullc esprdsioni analitichc gencrali dci ir 

119). 
VeiUrra: Sulle vibrlzioni lutninose nei rneiH IsOlropi (1^1-170). 

— Suite onde cilindriche nel m-eni hotropi (i6;-i77). 



irdinaie alia 
(HCillaiori (iii- 



Rosprawy Acedemii nmi^jetnosci. 

WyoziAL MaTEMATVCZUO.— PaiVRODNICIT, KnkAw. 

[Ftdi I. VI, pag.6i]. 

Serv* II. —Tom n (iSgj): 

Merleni : O lastoiowaiiiu teoryi funlicyi symetrycinych do wyprowadeaenia ukladu 
Eupelnego urworAw niczmieiinikowych d'a fomi o dwdch amicDaych (141- 

171). 

Puiyiia: Kilka uw^g e ogdinej teoryi hrayvych algebraicinych (1-39). 
Stodilkievdct '. O pirwnjtn kiitalcie ukladdw rftvnan tAiniczkowych o rAiniczkach 
aapelnych (i99.joj>. 

Serva II. — Tom III (1891): 

Franit: Zasady ogilne mechaniki cial stiywnych na podstawie spdlnednych 

jednorodnych ruchu i *ily (158-186), 
Kozlouisii '. Teoryia drgania btony iloionej t dw6ch paskdw ksziattu proslokatn^Oi 

rtenego galunku (187-124). 
Zoraviski: O pewnem odkntalceaiu powiertchni (235-191). 

Rendiconti del R. Istitnto Lombardo. 

[^fdi I. VI, pag. I.]. 

Vol. XXV fiSgj): 

Aschi$Ti: Sopra un metodo per itatilire le coordinate omogencc proieiiive del 

piano e dello spaiio ()8i-397). 
BardeUi: Deil'uso delle coordinate obtiquangole nella teoria dci tnomcnti di 

inertia (444-4)8). 
Btriini: Commemoraiione di Felice Casorail (i2o6-i2)6). 
Btrxpiari: Sull.i curva del ten'ordine dotata d'un punio doppia (ioa}-ta36). 
— Sopra alcuni iperboloidi annmi alia curva gobba raaioaale del 4°ordine 

(9)0-97"). 
CaiUinuovo: Le carrispondenae univoche tra i gruppi di ^ punti sopra uoa curva 

di genere p (1189-1105). 



PUBBLICAZIOMI PERTODICHB. 6 1 

MotUesatto: Su 1« trasformazioni uDivoche dello spazto che determinano complessi 

quadratici di rette (795-821). 
Padaval II teorema di Stokes in coordinate general! (i02i-i024). 
Pascal: Sui poliedri circolari che si possono fomiare coi 45 piani tritangeuti della 

saperficie di 3^' ordine (1098-1102). 

— CkMifigurazione delle 36 bisestuple gobbe fonnate colle 27 rette detla su- 
perflcie di 3^ ordine (i 103-1 106). 

— G>nngurazione delle 216 quintuple gobbe di 2* specie formate colle 27 rette 
della superHde di 3° ordine (1136-1x39).. 

PUri : Salle trasformazioni involutorie dello sp:uio determinate da un complesso 

Hirstiano di rette (1037-1060). 
Pincberlel Sopra una trasformazione nelle equazioni differenziali lineaji (633-636). 
Plaiiur: Sal polinomio BemouIIiano (11 79-1 188). 
Sayno: Sall'equilibrio di elasticity dei solidi cilindrici e prismatici che resistono 

alia flessione (147-162). 
FivaMtil Su certi integrali primi delle equazioni del moto d*un punto (689-699). 



ReToe Scieniifiqae (Revue rose). 
[Ffdi t. VI, pag. 29]. 

III« SfiRiE. — Tome XXIII (Premier Semestre 1892). 

Tome XXIV (Deuxitoie Semestre 1892): 

Bfrfftfui: Michel Ch as les (801-807). 

Tome XXV (Premier Semestre 1893): 

Comu : Discours prononc^ i Tinauguratlon de la Statue de Fr. A r a go (7$S-7$7)< 
Itsurand: Id. (7s 3-75 S)- 

Tome XXVI (Deuxifeme Semestre 1893). 



Rivista di Matematica. Torino. 
[Fedi t. VI, pag. 59]. 

Volume II (1892): 

Amodeol Sulla linearity delle variety ad un numero qualunque di dimensioni 

(I4S-I49)- 
BiUa^lll Suirinfinitesimo attuale (38-41). 

Burali-ForH: Sopra un metodo generate di costruzioni in geometria deicrittiva 

(96-99)- 
Cantor', Sopra una questione elementare della teoria degli aggregati (165-167). 

CapelUl Sopra la compatibility o incompatibility di pi£i equazioni di primo gprado 

fn pid incognite (54-58). 
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CasUliano: Alcune applicazioni cinematiche dell* teorla dei vettori (i9>5i). 
Cesdro: Costruzioni baricentriche (43-$4). 

— SuUc curve di Bertrand (153-159). 

De Amicis: Dipendenza fra alcune propriety notevoli delle relazloni (ira cut! di 

un tnedesimo siscema (11 3-127). 
D$l Re: Considerazioni nel gruppo delle similitudini sul piano reale (99-103). 

— Sopra diverse proposizioni nella Geometrla proiettiva delle coniche e delle 
qnadrtche (138-142). 

Giudice: Sulle equazioni algebriche (193-212). 

Loria : Aggiunte all^articolo « II teorema fondamentale della Teoria delle eqnt- 
zioni algebriche » (37-38). 

— Sulla teoria della curvatura delle supeHicie (84-95). 

Mehmkel Ueber eine allgemeine Construction der Krummungstnittelpunkteebener 
Curven und eine neue BegrQndung der Fundamentalsatze der Fl&chemheorie 

(65-71). 

— Ueber die Aenderung der Hauptkriimmungen einer Flicbe be! einer befie- 

bigen Beruhrungstransformation (i 59-161). 
Milesi: Sulla impossibile coesistenza della univociti e della continuitii nella cor- 
rispondenza che si pu6 stabilire fra due spazi continui ad un numero diffe- 
rente di dimensioni (103- 106). 

MoUatne : Soluzione algebrica delPequazione o = x — i (212- 

X — ... X 

X 

215). 

Morera .* Osservazione relativa al resto nello sviluppo di Taylor (36). 
Nagy: I teoremi funzionali nel calcolo logico (i77-i79). 
Pascal: II senatore Errico Betti (151-153). 

— A proposito di un libro del prof. G i n o Loria sulla « Scuola Hapolehmt 
di Matematica nella prima metii del secolov (X79-i86)« 

Peano: Osservazioni sul a Tr^iti d*Analyse par H. Laurent» (31-34). 

— Esempi di funzioni sempre crescent! e discontinue in ogni intervallo (41-42). 

— Dimostrazlone deH'impossibilit^ di 9egmenti innnitesimi costanti (58-62). 

— Sulla definizione del limite d*una funzione (77-79). 
Pirondini: Contatto c ortogonalit^ di due elicoidi (127-137). 
Redazionh : Enrico Novarese (35). 

Failati: Sui principii fondamentali della Geometria della retta (7i'*75). 

— Dipendenza fra le propriety delle relazioni (161-164). 

Vivanti: SulPuso della rappresentazion^ geometrica nella teoria aritmcrica del 
meri complessi (167-176). 



PUBBLIGAZIOMI PBUODIGH& 6^ 

aUbam^fAmMb^ dar inatJiamrftiadh-phyiiilraliiichftn GkuMe der 
Kgl. Bdhmlaolien Qeaellsohaft dar Wlsflenscliafteii sa Prag. 

[rM u MU pag. 61]. 



<B u # j«M ■ ■M M f igg-inii i ii iiap If aiimr! Akadonilo dar Wiaaanschaiteii 

sa Wien. 

(Matbematisch-Naturwissenschaftliche Classe). 

[r$di t VI, pag. 26]. 

C Band. — Jahrgang 1891 : 

G^gMkamr: Zar Theorie der bypergeometrischen Reihe (225-244). 

— Zur Theorie der Niherungsbrache (635-703). 

— Ueber die Ringfunctionen (745-766). 

— Note fiber das L e g e n d r e-J a c b i*sche Symbol (85 5-864). 

— Uebef aritbtneibche Progressioaen, in denea AnfangsgUed und Differenz 
tfadlerfremd sind (10 18-10 5 3). 

— Aritbmetische Relationen (1054-1071). 

— Ueber den quadratischen Rest char akter (107 2- 108 7). 

Gmiiner: Eiae neue Darstellung des biquadratischen Charakters (1093-1100). 

— Die Ergiozungssatze zum bicubischen Re;iprocititsgesetze (1330-1361). 
KiAn: Ueber einige projective Eigeaschaftea der Ponce let'schen Polygone 

(6-19). 

— Zur Theorie der associirten Fonnen (865-893). 

— Ueber die Resultante einer Covariante und einer Grundform (1013-1017). 
Pick: Ueber das System der Covarianten Strahlencomplexe zweier Fl^chen zweiter 

Ordnnng (561-573)- 

— Ueber die conforms Abbildung einer Halbebene auf ein unendlich benach- 
bartes Kreisbogenpolygon (1387-1395). 

RiUb: Ueber eiaen neuen Beweis des Pohlke'schen Fundimentalsaues der klino- 

gooalen Axonometrie (1088- 1092). 
Sioix. • P}^ Maxima und Minima der Functionen von mehreren Veranderlichen 

(1167-2 i8i). 

FrUs (ie): Ueber riumliche Configurationen, welche sich aus den rcgelniissigen 
Polyedera herleiten lassen (822-842). 

Wadscbl Zur Infinitesimal geometrie der Strahlencongruenzen und Flachen (158- 
ai9). 

— Zur Construction der Polargruppen (315-326). 

— Ueber eine geometrische Darstellung in der Theorie der binaren Formen 
(S74-585). 

— Ueber Formen fQnftcr Ordnung auf der cubischen Raumcurve (803-821). 
Wiyr (Em) I Ueber Raunacurven sechster Ordnung vom Geschlecte Eins (457-466). 

— Uebtr lavolatioaen hdheren Grades auf nichtrationalen Trigtra ($89*6o6)l 
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SitBUDmbericlits ctor physUraliflcli- 

In Erlangen. 

[Fedi L VI. pag. 6i]. 



Nyt Tidflskrilt Ibr Mathnmatik. K|6benlttvii 

Afdblrig a. — Afdeling B. 
[Fedi t. VI, pag. 6i]. 



Tnuisftctloiis of the Canadian Institate. Toronta 

[Fedi t VI, pag. 6a]. 

Volume III (i89i»92). 



Transactiona of the Cambridge Philoaophioal Society. 

[Fedi t. VI, pag. 61]. 



Tranaactiona of the Royal Irish Academy. Dublin. 

[Fedi t. VI, pag. 47]. 



Transactions of the Texas Academy of Science. Austin. 

[Fedi t. VI, pag. 6$]. 



Wisktindige Opgaven. Amsterdam. 
[Fedi t. VI, pag. 62]. 

VjiFDE Deel: 6, 7 Stuck. 



Annales de I'Universit^ Imp6riale de BSiarko^^ir. 

1S93 — (i> i> 3» 4). 



Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Ldttere ed Arti. Venezia. 

[Fedi t. VI, pag. 44]. 



SSeitschrift fUr Mathematik and Physik. 

[Fedi t. VI, pag. 27]. 

37. Jahrgang (1892): 

Arithm^tik und Analysis. 

Brunn: Ueber die Gr5ssenfolge einer Reihe von Mittelwerthen (60-63). 
— Ein Satz Qber orthosymmitrische und verwandte Determinantea aus den 
fuodamentalen symmetrischen Functionen (291-297). 



PUBBUGAZIONI PBRIODICHB. 6$ 

i)drr :Kriteriea der Theilbarkeit dekadtscher Zahlen' (383-384). 

Heymann : Die .trinomische und quadrinomische Gleichung in elemeatarer Behan- 

dlungsweise (90-105). 
Jabnke: Ueber eine neue Methode zur Entwicklung der Theorie der Sigmafun- 

ctioaen mehrerer Argumente (178-185). 
Kleiber: Ueber eine Methode zur Au£stellung eiaes « vollstacdigen » Systems 

blosser lavariantea beliebig vieler quadratischea Formen jeder Stufe (79*89). 
Kraus: Neue Grundlagen einer allgemeinen Zahlealehre (321-339). 
Mie: Zum Fundamental satz uber die Existenz von Integralen partieller Dif&ren- 

tialgleichungen (i 51-171, 193-212). 
Pbilippoff: Symbolische Zahlen und Doppelzahbn (298-304). 
SaalscbiUx,: Verkflrzte Recurs ioiiforuu'n fur die Bernou 1 1 i'schen Zahlen (374- 

378). 

Syntetische und analytische Geometrie.. 

Brunn: Topologische Betrachtungen (106-116). 

Mebmie: Ueber die geoditische Kruramung der auf einer Flilche gezogenen Curven 
und ihre Aenderung bei beliebiger Transformation der FUche (186-189). 

— Kleine QeitrUge zu den Anwendungen der Methoden von Grassmann 
(305-310). 

Mutb: Ueber Tetraederpaare (11 7-1 22). 

Ruossl Zur Theorie des Gauss*schen KrQmmungsmatsses (378-381). 
Spar$r: Einige Stee uber reguUre Polygone (25-34). 
-^ Jacob Stetner's Sitze Qbsr den Schwerpunkt der gemeinschaftlichen 
Punkte einer Geraden und einer algebraischen Curve (65-78). 

— Jacob Steiner*s Sitze uber die Mitten der Abschnitte, welche eine 
* Girve auf einer Geraden bestimrat (340-365). 

FivanH: Ueber diejenigen BerOhrungstransformationen, welche das Verh^ttniss 
der KrQmmungsmaasse irgend zwei sich berOhrender Flichen im BerQhrungs- 
punkte unverindert lassen (1-7). 

Kinematik und Mechanik. 

GrUbler: Ueber die Kreisungspunkte einer complan bewegten Ebene (35-56, 192). 
Mailer t Ueber d(e Bewegung eines starren ebenen Systems durch fQnf unendlich 
benachbarte Lagen (129-150). 

— Construction der Burmeste r'schen Punkte fur ein ebenes Gelenkviereck 
(213-217). 

Pirogow: Ueber das Virial der Krafte (257-290). 

RicbUr: Erweitening der a Guldin'schen Kegel » (172-177). 

RiUer: Bswegung eines materiellen mit Elektricitit geladenen Theilchens unter 

der Eittwirkung eiies ruhsnden Centrums bei Giltigkeit des W e b e r'schen 

(jesetzes (8-24). 
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nlil Mfo (iar<|C«. 
ei«M: Ota riK 0bM>r «f^ Faatlcr Sma UvT-^itth- 

Kmm: Tht QHKfHB Ml iti niiiiiMnii <ia-ft3». 

JTCmm : Mow Ae Stf«PM tf l^nal DiftrestMl EfM^M W dke HcAa* 
cf KccipfaeMfcM (»^ 

— Buff fAMr flf dv Sf^MAa IWh («>-i»))u 

|>Mlfc: Oa Oe ne of DtanigKtl H|irtiM (tV 

— Oi Ibe F&ttliiaeaul Priocipla of Q,nCeRbou tsti other V«cMc Amffta 

Prttit»mJ: Oo Mme Lod couKOed wWi Cooks <*!-«;>. 

— Vam n ■ PraMCH im Auljnkal GeanetrT (136-1)7). 
r«a: Sote oa AMctien (84X 

g-tetir: O b »i— rtal Hon <S7^). 

7aw«i><: Note of Sewtoa'i Thoorera cf SynnNtric Poaaiots (bi). 



LlntennMnire dea Kathtoiatlciei 

dirig« pw MM. C-A. Liisini et tmilt Leu; 



BnltoUii oTtlw ir«w Ta«4e HsttienMiad SpciaHj. 

Vol, I (October 1891 lo July 1891): 

fWutiii - CoHiimtfon 11 » Mode of Morion (iij-iji)- 

C^f: MuJlipIicition of Seriei (184-189). 

Ch^mi'i: Weietdris* *ai Dedekind on Geoewl Complex Ncirabm 

(iso-rifi). 
Oitftfxi: Emile Msthleu, hh Life and Works (tf6-i68). 
Am: Kroiiccker jnd his ArilhmeiicAl Theory of the Algebraic E^uuioa 

(i7J-i8i). 



PUEBLZCAZIOl^X PERIODICHE. 67 

Jpiskfii Qm Ibe Dott^ly Infioit^ Products (6i<66)u 

— P i c a r d's Demonstration of the General Theorem upon the Existence of 
Integrals of Ordinary Differential Equations (x2-i6). 

Haskell: Note on Resultants (223-224). 
Hathaway : Etrlf History of the Potential (66»74). 
HMurt: Topology of Algthraic Curves (197*202). 
Johnson: Octonary Nutneration (t-^). 

— The Mechanical Axioms or Laws of Motion (129-139). 
McClintock: On Lists of Covariants (85-91). 

Merriman: A Problem in Least Squares (39-42). 

— Final Formulas fof the Algebraic Solution of (^.uartic Equations (202-205). 

Vol. II (October 1892 to July 1893). 

Bdeher A Bit of Mathematical History (107-109). 

Cajoril Evolution of Criteria of Convergence (i-io). 

Cole: Note on the Substitution Groups of Six, Seven, and Eight Letters (184-190). 

— The Transitive Substitution Groups of Nine Letters (250-258). 

Craig : Some of the Developments in the Theory of Ordinary Differentia^ Equa- 
tions between 1878 ad 1893 (i 19-134). 

Echols: On a (General Formula for the Expansion of Functions in Series (135* 
144). 

— W r o n s k i's Expansion (178-184). 

Haskell (w.): On the Defmition of Logarithms (164-167). 
Johnson: A Case of Non-Euclidian Cieometry (158-161). 

— On Peters's Formula for Probable Error (57-61). 
McOintock: On the Non-Euclidian Geometry (21-33). 

— On the Early History of the Non-Euclidian Geometry (144-147). 
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Vrtes, J. ds (Huricnij. 

pUntsdoni cliitjM paint tujiiK^Cc dcu< dmitet. f &if( 



Q,4it ,1 Sur Ic* COartEUi 

LeinsAdniMie a Mr. V. MarilHctii) 

Vie j IfiVolufiociK cubi^iH* tUai k pIlB fioafplnc 



TTn r 



Ziuttian, H.-Q. (KJObcnhivi 



TOMO I (ntatto iSS.)- 
I iSSs) — l^rw vmk* 
«W) - " 
> 1886) — ■ . < 



■.j.i:iiii iS37)j 



— Pane i*i (i. i- ^H — Pittu j': p. i-ifi , 





T4IUO 


III (mno 1889): 






hnp) 




t- 40 - Parte »• 


: p. i-i6 , 


. 11 l«bln)u 


^ 




41-9ft- * » 


• 17-14 ■ 


. (0 nug^o 1 


ff») 




,--.,._ - • 


• ai-ja • 


. 1 jtfoano il 


goiueuii.-^ 






* i4(6 - 


. 10 Agntff iS 


!te»lb«.) 






.. i7-6*- 


. I. iiccmbtc 




TOMO IV (aano 1890): 




ikenuno^pr.) — t'aite 


1*1 p. i-xxvui, \- 6; — ' 


Parte i"- f . ; 


r.tfi . :3 fet-. il 


») 


— . 


* » 1- 






rUflbnr) 


— > 


. > .;,- --, 






Ucnnbre) 




■ • J.ll.iiu- 


-,,,,: 


ij-jo ■ 34 J'c. 



TOHO «' (anno 1871}: 

A.oiMr«i-ipr.) — PtW >*' P- <• 8« - Paiw a':!'- ''W • ■ 'J """"* '"^ 
10) _ , , , S9.tj&-^ • . ■ ij-ji . . ij «pti 

nttfCMtt.-bit.)— ■ * • i37*3i|8— • > « . . ai eiuffoo ifl 

ttrc-dicciittet) — > • ■ 349-)}! — * a • |]-i4 . . 34 dicembrcl 



TONO VI (aono 1892): 
c iiuno-^pr.) — Pjnc r': r> i-KXXit, !■ 6| — Piiic 1*: ji, t- S . 11 ajir. iSjJ. 
L'.elagl. »R.>— • . . hyut— ■ . . g-itf , 50 logl. 1891. 
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tt^s^-j!', •"' '^^f^"^— '5?,.|8«r-^-r'"!a|n :t^^ •: - "■'" — "r.^" 



